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Systèmes dynamiques

Feuille d’exercices numéro 4

Linéarisation

Applications de premier retour

Exercice 1 [Linéarisation d’une équation différentielle et application de
premier retour.] On considère l’équation différentielle

9x “ y, 9y “ p1 ´ x2 ´ y2qy ´ x.

1) Exhiber une solution périodique qui ne soit pas constante et passe par le
point p0, 1q.

2) Calculer l’équation linéarisée au voisinage de cette solution périodique ;
évaluer la résolvante de cette linéarisation en T , la période de la solution
périodique (utiliser d’abord que le vecteur tangent à l’orbite périodique est
vecteur propre du système linéarisé pour trouver une solution et après ap-
pliquer la variation de la constante pour en trouver une deuxième).

3) Démontrer que l’application de premier retour définie au voisinage de
p0, 1q est contractante, et en déduire le comportement des solutions voisines
de l’orbite périodique pour de grandes valeurs de t.

Solution –

1) On voit que X0 : t ÞÑ psin t, cos tq est la solution qui convient. C’est une
solution T -périodique avec

T “ 2π.

2)

Calcul de l’équation linéarisée.

L’EDO peut s’écrire sous la forme

X 1ptq “ F pXptqq

où

F :

ˆ

x

y

˙

ÞÑ

ˆ

y

´x ` p1 ´ x2 ´ y2qy

˙

.

L’équation linéarisée au voisinage de X0 s’écrit

Y 1ptq “ DF pX0ptqq, Y ptq “ v.
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On trouve

DXF px, yq “

ˆ

0 1
´1 ´ 2xy ´x2 ´ 3y2

˙

d’où (en utilisant les formules trigonométriques)

DF psin t, cos tq “

ˆ

0 1
´1 ´ sinp2tq ´1 ´ 2 cos2 t

˙

.

On est donc amené à étudier l’EDO linéaire

Y 1ptq “ AptqY ptq

avec

Aptq “

ˆ

0 1
´1 ´ sinp2tq ´1 ´ 2 cos2 t

˙

.

On note Rpt, 0q sa résolvante.

Etude de Rp2π, 0q.

Notons φt le flot de l’EDO X 1ptq “ F pXptqq et v0 “ p0, 1q. On a

X0ptq “ psin t, cos tq “ φtpv0q.

On sait d’après le cours que

Dφ2πpv0q “ Rp2π, 0q. (1)

Démontrons que le vecteur horizontal p1, 0q “ F pv0q est valeur propre de
Rp2π, 0q associé à la valeur propre 1. Pour cela, on constate que

φ2πpφtpv0qq “ φt`2πpv0q “ φtpv0q pcar φ2πpv0q “ v0q.

En dérivant en t “ 0 (et en utilisant la formule de dérivation composée) on
trouve

Dφ2πpv0q ¨ pF pv0qq “ F pv0q

(on a utilisé le fait que pd{dtqpφtpvqq “ F pφtpvqq.) D’après (2) on a donc
bien

Rp2π, 0qF pv0q “ F pv0q.

Ainsi, 1 est vp de Rp2π, 0q.

D’après le théorème de Liouville

detRp2π, 0q “ e
ş

2π

0
trApsqds “ e´4π.

Par conséquent, les vp de Rp2π, 0q sont 1 et e´4π.
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3) Notons pour δ ą 0, Σδ le segment vertical Σ “ t0uˆr1´δ, 2`δrĂ R

ˆ

0
1

˙

.

On observe que Σδ contient le point v0 “ p0, 1q et que Xp0, 1q “

ˆ

1
0

˙

est

transverse en p0, 1q à Σδ :

R
2 “ RXpv0q ‘ R

ˆ

0
1

˙

.

Comme φ2πpv0q “ v0 on peut donc définir l’application de premier retour
de Poincaré sur Σδ

P : Σδ Ñ Σδ1

(δ1 ą 0) qui vérifie
P pv0q “ v0.

Identifions Σδ avec le segment s1´ δ, 1` δr et P avec l’application corrspon-
dante P :s1 ´ δ, 1 ` δrÑs1 ´ δ1, 1 ` δ1r. On a donc

P p1q “ 1.

On sait d’après le cours que P est de classe C1 et que sa dérivée en 1 est
liée à la résolvante Rp2π, 0q par

Rp2π, 0q “

ˆ

1 ˚
0 P 1p1q

˙

.

Comme detRp2π, 0q “ e´4π on en déduit que

P 1p1q “ e´4π ă 1.

Comme |P 1p1q| ă 1 on peut affirmer en suivant le cours que l’orbite périodique
pφtpv0qqtPR est attractive. l

Exercice 2 On considère le champ de vecteurs

X “ px2 ` y2 ´ 1, xq.

1) Déterminer les points d’équilibre de X.

2) Soit A “ p0,´1q. Ecrire l’équation linéarisée en A et déterminer ses
orbites.

3) Montrer que le champ X est antisymétrique par rapport à l’axe des y et
en déduire qu’au voisinage de A ses orbites sont fermées.

Exercice 3 On considère l’équation différentielle dans R2
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#

x1
1

“ x2 ` ǫfpx1q

x1
2

“ ´x1 ` ǫgpx2q
(2)

où f, g sont des fonctions R Ñ R de classe C8 et telle que fp0q “ gp0q “ 0
et où ǫ est un petit paramètre réel strictement positif.

On écrira pour simplifier le système (2) sous la forme z1 “ Fǫpzq.

1) Déterminer les solutions du système (2) quand ǫ “ 0.

2) Notons pour z “ pu, vq P R
2, φt

ǫpzq le flot du champ de vecteurs Fǫ.
Soit z “ pu, vq. Démontrer qu’ on a uniformément en t P r´3π, 3πs, |z| “
pu2 ` v2q1{2 ď 10

φt
ǫpzq “ φt

0pzq ` ǫYzptq ` Opǫ2q

où Yzp¨q est une fonction que l’on déterminera.

3) Soit δ ą 0 suffisamment petit (mais fixé). On note Σ “sδ{2, 6rˆt0u,
Σ̃ “sδ{3, 10rˆt0u. On suppose désormais que z “ pr, 0q P Σ. On note τǫ le
temps de premier retour et Pǫ : Σ Ñ Σ̃ l’application de premier retour de
Poincaré associés au champ de vecteurs Fǫ.

3.a) Que valent ces applications quand ǫ “ 0 ?
3.b) Démontrer que pour tout pr, ǫq P rδ, 5sˆs ´ ǫ0, ǫ0r on a

Pǫprq “ r ` ǫbprq ` ǫ2hpr, ǫq

où b est une fonction que l’on déterminera et h est C8 sur rδ, 5sˆs ´
ǫ0, ǫ0r.

4) On suppose dans la suite de l’exercice que fpxq “ ´x3 et gpxq “ x.
Démontrer qu’il existe ǫ1 ą 0 tel que si |ǫ| ă ǫ1, il existe un unique rǫ P
sδ, 5r pour lequel la solution de l’équation (2) vérifiant la condition initiale
x1p0q “ rǫ, x2p0q “ 0 soit périodique.

5) Cette orbite est-elle asymptotiquement stable ?

6) On suppose |ǫ| ă ǫ2 pour un ǫ2 suffisamment petit.
6.a) Démontrer que pour tout |z| ă 5 le flot φt

ǫpzq est défini pour tout
t ě 0. Que dire de φt

ǫpzq quand t Ñ 8 ?
6.b) Etablir que quitte à choisir ǫ2 suffisamment petit, il est possible

de décrire le comportement des solutions de l’équation (1) pour toute
condition initiale x1p0q “ u, x2p0q “ v, pu2 ` v2q1{2 ă 5. [On pourra
passer en coordonnées polaires pour faire une étude locale de la dyna-
mique en 0.]
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