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SYSTEMES DYNAMIQUES

Feuille d’exercices numéro 1

RAPPELS
Topologie, Algebre linéaire, Calcul différentiel, Espaces de Banach.

EDOs élémentaires.

Exercice 1 Déterminer les solutions des EDOs
2/ (t) = 2x(t), T'(t) = 2x(t) + 1.

Ces solutions sont-elles bornées pour t € R?

Exercice 2 Soit a € R. Déterminer les solutions de 'EDO
2" (t) + az(t) = 0.

A quelle condition sur a ces solutions sont-elles bornées pour tout t € R?

Exercice 3 Trouver des solutions aux EDOs

dr 9 dr 9 dr 5
o = z(t)*, pri 1+ (), o =/1—z(t)%

Exercice 4 [Conservation de I'énergie et du moment cinétique]

Une particule de masse m se déplacant dans R? et soumise & une force F
vérifie la relation fondamentale de la dynamique de Newton

ap _
d?x dr

m—s = F ou encore
dt?

F

dx (i Ision)
=m— (im ion
P mdt pulsio

ou on a noté x la position de la particule au temps x.

1) On suppose que F' dérive d’un potentiel U, c’est-a-dire est de la forme

F(z) = —-VU(x)



ol le potentiel U : R? — R est une fonction de classe C1.

1.a) On introduit E = E(t) I’énergie mécanique de la particule au temps ¢

mwzém<%)2+U@@»

Démontrer que t — F(t) est une fonction constante.

1.b) Démontrer que si R 3¢ +— z(t) € R est une solution de
2" (t) + sin(z(t)) = 0
alors pour tout ¢t € R

sup |2/ (t)] < oo.
teR

2) On suppose que la force F' est centrale c’est-a-dire de la forme

T
F(z) = f(lz]) -
| =]
On introduit le moment cinétique
d
J@zm%Aﬂﬂ

Démontrer que t — o(t) est une fonction constante. [On rappelle que si
uy et uy sont des vecteurs de R? de coordonnées u; = (x1,y1,21) et ug =
(x2,Y2, 22) le vecteur uy Aug a pour coordonnées (Y1 z0—ya221, X122— 221, T1Y2—
Toy1). |

Topologie.

Exercice 5 Est-ce que R et R? sont homéomorphes ?

Exercice 6 Soit f:[0,1] — R une application continue et

I'={(z, f(z), z€[0,1]}
son graphe.

Ce graphe est-il compact ? Connexe ?

Exercice 7 [Un ensemble connexe mais pas connexe par arcs.]

On considere les sous-ensembles de R?,

I' = {(z,sin(1/x), = €]0,1]}, L ={0} x [-1,1].



Démontrer que I'U L est connexe mais pas connexe par arcs. Est-il compact ?

Exercice 8 Si f est une fonction continue sur [0, 1] on note

[flloo = sup [f(z)].

z€(0,1]

1) Soit £ = C°([0,1],[0,1]) T’ensemble des fonctions continues de [0, 1]
dans [0, 1]. On définit sur E la distance dy, : E x E — [0, 00[ par do(f, g9) =
If = glleo-
1.a) L’espace (F,dy) est-il connexe ?
1.b) L’espace (E,dy) est-il complet ?
1.c) Lespace (E,dy) est-il compact 7
2) Pour k € R, on définit a présent Fj, I'ensemble de fonctions de [0, 1] dans
[0, 1] constitué des fonctions k-lipschitziennes c’est-a-dire vérifiant pour tout
x,y € [0,1]

[f (@) = f(y)l < k> [z —yl.

F}. est-il un sous-ensemble de E 7

2.a)

2.b) L’espace (Fk,dy) est-il connexe 7
2.c) L’espace (Fj,dy) est-il complet ?
2.

d) L’espace (Fy,dy) est-il compact ?

Exercice 9 [Cercles et hyperboles]

1) On considére pour t € R
Co={(x,y) eR?, 2® +y* =1},  Da={(x,y) eR? 2° +y° <t},

1.a) Pour ¢ € R fixé, I'ensemble C} est-il ouvert, fermé, compact, connexe ?

Meéme question pour 'ensemble D;. Que représentent géométriquement Cy,
Dy ?

1.b) Quel est l'intérieur de I'ensemble Dy ?

1.c) L’ensemble R?\C; est-il ouvert, fermé, compact ? Combien de compo-
santes connexes a-t-il 7

2) Pour ¢ € R, on pose
Ht = {(.%',y) € RQ? 12 - y2 = t}

2.1) Pour quelles valeurs de t € R, 'ensemble H; est-il compact ?

2.2) Que représentent géométriquement Hy ?



2.2) Déterminer en fonction de t € R le nombre de composantes connexes de
Hy.

Exercice 10 [Coniques]

Pour a,b,c,d, e, f réels tels que abc # 0 on considere le polynéome de degré
2 a deux variables réelles x,y

P(z,y) = ax® + bry + cy* + dx + ey + f.
On suppose X € R fixé et on pose

Ey\ = {(Cﬂ,y) € R2’ P(x’y) = )‘}

1) 1.a) Démontrer que si b? —4ac < 0, I'ensemble E) est homéomorphe & un
ensemble C;, t € R, ou Cy est défini dans I'exercice 1.

1.b) Démontrer que si b*> — 4ac > 0, I'ensemble E) est homeomorphe & un
ensemble Hy, t € R, ou Hy est défini dans 'exercice 1.

2) Déterminer en fonction de a,b,c,d,e, f,A le nombre de composantes
connexes de I’ensemble F.

Exercice 11 On note M (2,R) 'ensemble des matrices 2 x 2 a coefficients
réels et GL(2,R) ensemble des matrices inversibles de M (2, R).

1) Démontrer que GL(2,R) est un groupe pour la multiplication.

2) Démontrer que GL(2,R) est en bijection avec I’ensemble des bases (u,v)
de R2.

3) GL(2,R) est-il fermé, ouvert ?

4) Déterminer ses composantes connexes.

Algebre linéaire, exponentielles de matrices.

Exercice 12 [Structure des matrices de SL(2,R)]

On note SL(2,R) I'ensemble des matrices de GL(2,R) de déterminant 1.

1) Démontrer que SL(2,R) est un sous groupe de GL(2,R) pour la multi-
plication.

2) Démontrer que SL(2,R) est connexe.
3) Soit U une matrice de SL(2,R).

3.a) Démontrer que si [tr(U)| > 2, la matrice U est semblable a une matrice
diagonale réelle diag(\, A~1), A € R*.

3.b) Démontrer que si |tr(U)| < 2, la matrice U est semblable & une matrice

de rotation de la forme (COSH oo 6), 0 e R.

sinf cos@



3.c) Démontrer que si [tr(U)| = 2, la matrice U est semblable & une matrice
a

1
unipotente de la forme + 0 1)

Exercice 13
1) On suppose que A est diagonale, A = diag(\y,...,\,). Calculer exp(A).
2) Soient A € M(n,C), P € GL(n,C). Expliquer pourquoi

exp(PAP™ ') = Pexp(A)P~L.

3) En utilisant le fait que toute matrice a coefficients complexe est trigona-
lisable sur C, démontrer que

det exp(A) = exp(tr(A)).

4) On suppose n = 2. Calculer exp(A) dans les cas suivants :

woa-(3 3. @ a-(0 ) e (L)

[On pourra dans un premier temps calculer A™ pour n € N.|

Exercice 14 [Espaces stables et instables]
On considere la matrice

1 2 1
A=1|1 0 -1
-1 -2 -1

1) Démontrer que la matrice A est diagonalisable sur R.

2) Calculer pour t € R, exp(tA).

3) Démontrer que 'ensemble des vecteurs v € R3 tels que

lim ¢ =0
t—o0

est un sous-espace vectoriel de R3 de dimension 1.

4) Démontrer qu'il existe une décomposition
R*=E, @ E. ®E,
ol

_ 3 1 tA, _ 3 : tA,
ES—{UGR,tILH;DG v =0}, Eu—{veR,tl}r_nooe v =0}



et que pour tout vecteur v € E,, e!4v est borné.

Exercice 15
1) Soit A € M(n,R). On définit f: R — M(n,R) par

F(t) = exp(tA).

1.a) Démontrer que f est continue.

1.b) Démontrer que f est dérivable et que sa dérivée f' = df /dt vérifie
J'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

2) On suppose a présent que A : R — M(n,R) est une fonction & valeurs
matricielles de classe C! telle que

Vi seR, A(t)A(s) = A(s)A(t). (1)

Démontrer que f : t — exp(A(t)) est continue, dérivable et que pour tout
teR

fi(t) = A'(t) exp(A(t)) = exp(A(t)) A (t). (2)

A(t) = <(1) i) .

3.a) Démontrer que la relation de commutation (1) n’est pas vérifiée.

3) On pose

3.b) Démontrer que pour n € N*

At)" = <(1) ZZ;} tk)

et en déduire la valeur de exp(A(t)).

3.c) Vérifier que la relation (2) n’est pas satisfaite.

Exercice 16

1) Soit A € GL(n,C) une matrice inversible. Démontrer que si A est diago-
nalisable sur C il existe une matrice B € M (n,C) telle que

exp(B) = A.
La matrice B est-elle unique ?
2) On suppose que A est unipotente, c’est-a-dire de la forme

A=1+N



ou N est nilpotente d’ordre p (on rappele que cela signifie qu’il existe p € N*
tel que NP~1 # 0 et N? = 0).

2.a) En s’inspirant du développement en série entiere de = +— In(1 + z) =

_\k
— >0 ( ,f) on pose

2.b) Démontrer que
exp(B) = I + N = A.

3) Démontrer que si A € GL(n,C), il existe une matrice B € M(n,C) telle
que
exp(B) = A.

[On pourra démontrer au préalable que toute matrice inversible s’écrit sous
la forme A = S(I+N) ou S est diagonalisable et inversible, N est nilpotente
et S et N commutent.]

4)* Démontrer que si A € GL(n,R), il existe une matrice B € M (n,R) telle
que
exp(B) = A%

Calcul différentiel

Exercice 17 On considere la fonction f: R? — R
(x,€) — x + esinx

1) On suppose qu’il existe une application s : I — R, de classe C3, définie
sur un intervalle ouvert centré en 0 et telle que s(0) = 0 et

Veel, f(s(e),e)=0.
Calculer le développement limité de s en 0 a 'ordre 2.

2) Expliquer pourquoi une telle application s existe.

Exercice 18 On pose

Z sm k‘2

k=0



Démontrer que f est bien définie et de classe C® sur R.

Exercice 19 1) Calculer la différentielle de A — AP pour A€ M(n,R) (p
entier positif). [On commencera par étudier le cas p = 2.]

2) Calculer la différentielle de A — A~! pour A € GL(n,R).

3) Calculer la différentielle de A — det(A) d’abord pour A € GL,(R) puis

plus généralement pour A € M, (R).
4) On définit pour A € M, (R),
© Ak
A
_ A _
exp(A) =e” = k_go o

Démontrer que la fonction exp : A — e est C® et calculer sa dérivée en

A=0.

Exercice 20 Soit f une application de classe C' de R™ dans R”, telle
que f(0) = 0 et que, pour tout x dans R", la différentielle D f(z) est un
endomorphisme orthogonal c¢’est-a-dire vérifie

'Df(x)Df(z) = I.
1) Démontrer que pour tout x € R™ et toute boule B centrée en x on a
VyeB, |fly)—f@)|<lz—yl

2) 2.a) Démontrer que pour tout x € R"™, il existe une boule ouverte B,
centrée en x telle que f : B, — f(B;) soit un difféomorphisme. [On pourra
utiliser le théoreme d’inversion locale.]

2.b) Expliquer pourquoi on peut trouver une boule B}(x) centrée en f(z)
qui est envoyée dans B, par f~! (I'inverse pour la composition de f).

2.c) Déduire des questions précédentes que f est localement une isométrie :
pour tout x € R™, il existe une boule ouverte B! centrée en x telle que

VyeBy [fy)—f@)]=lz-yl

3) Démontrer que la différentielle de f est constante sur BZ.

[Soit x fixé et (eq,...,e,) une BON de R™. En composant f & gauche
par une isométrie affine R on peut supposer que g := R~ o f fixe z et les n
points z +re;, 1 <i < n (our > 0 est assez petit). Comme f est localement
une isométrie g ’est également et préserve les produits scalaires : pour tout
y € Bionalg(y)—g(z),re;) = {g(y) —g(z), gz +re;) —g(z)) = y—z,re;).
Comme cela est vrai pour tout i on a g(y) — g(z) =y —xz, dou f = R.]



4) En déduire que f est un endomorphisme orthogonal.

Exercice 21 On note E = C%([0, 1], R) muni de la norme du sup : | f| =
SUPze[0,1] |f(2)].
1) On définit pour f € E la fonction ®y(f) par

1

Bo(f)(a) = [ ¢+ R0

0
Démontrer que @y définit une application linéaire continue de E dans F.
Quelle est sa dérivée ?
2) On définit pour f € E la fonction ®1(f) par

1

B1()(a) = | (¢+Psin(f()ar

0
2.a) Démontrer ®; : E — E, f +— ®1(f) est une application continue.

2.a) Démontrer ®; est une application dérivable et calculer sa dérivée.

Espaces de Banach, Théoréme du point fixe, Inversion locale, Fonc-
tions implicites.

Exercice 22 Soient E un espace de Banach et T une application linéaire
continue de E dans E. On suppose qu'il existe k € N* tel que |T*| < 1.
Montrer que (Id — T est inversible et majorer la norme de (Id —7T)~! en
fonction de celle de T' et T*.

Exercice 23  Démontrer qu’il existe une unique fonction continue f :
[0,1] — R telle que

1

Exercice 24 1) Démontrer que I’équation fonctionnelle

VieR,  f(t++2)?+ f(t—+2)%+100f(t) = sin(2nt)

admet une solution f(-) continue et 1-périodique.

2) On note CY(R, R) I'espace de Banach des fonctions continues 1-périodiques
sur R munie de la norme du sup. Montrer que les applications Ty : C? (R, R) (J
définies par Ty f(-) = f(- = +/2)? sont C*®.



3) Démontrer qu’il existe une application [-1,1] — CY(R,R), A — fy de
classe C'* telle que pour tout A € [—1,1] fy soit solution de

VieR,  f(t++2)%+ f(t—+2)? +100f(t) = Asin(27t).

Exercice 25 [Le théoreme fondamental de I’algebre.]

Soit P : C — C une application polynomiale non constante. Notons K =
{P(z) : DP(z) = 0}.

1) Montrer en utilisant le théoreme des fonctions implicites que 'application
v: C\K — N définie par v(a) = cardP~!(a) est localement constante.

2) Montrer que C\K est connexe par arcs. En utilisant que v ne peut étre
partout égale a 0, montrer que P est surjective.

3) En déduire que tout polynéme non constant sur C possede au moins une
racine complexe (Théoreme de d’Alembert-Gauss).

4) Quelle est la partie de la démonstration qui ne marche pas sur R ?

Exercice 26 Soit T une application C* de R™ dans lui-méme, telle que
T(0) = 0. On suppose de plus que 1 n’est pas valeur propre de DT'(0).

1) Montrer qu’il existe un voisinage U de 0, sur lequel 0 est 'unique point
fixe de T', c’est-a-dire I'unique z tel que T'(z) = z (on utilisera le théoreme
d’inversion locale).

2) Soit S une application C* de R™ dans lui-méme quelconque. Montrer,
en utilisant le théoreme des fonctions implicites, qu’il existe un voisinage V
de 0, un nombre A strictement positif tel que pour tout |A| < Ag, Th(z) =
T(x) + AS(z) ait un unique point fixe z) sur V. On montrera de plus que
A xy est C%.

Exercice 27 [Lemme de Morse]

Le but de cet exercice est de démontrer le lemme suivant connu sous le nom
de lemme de Morse (important en topologie différentielle) :

Lemme de Morse : Soit Q un voisinage ouvert de 0 dans R, f € C3(Q,R)
telle que f(0) =0, Df(0) =0 et A:= D?f(0) € GL,(R). Alors il existe des
voisinages ouverts ', Q" de 0 dans R™ et un C'-diffeomorphisme h : Q) —
Q" tels que

1
VreeQ, foh(x)= §txAx.

10



1) Montrer qu'’il existe S € C*(§, Sym,, (R

~—

) telle que S(0) = A et

VeeQ, f(z)=="25(z)x.

2) Montrer qu'il existe un voisinage ouvert V' de A dans Sym,,(R) (I’ensemble
des matrices symétriques n x n a coefficients réels) et une application 1) €
CH(V,GL,(R)) telle que

Y BeV, B="%(B)Ay(B).

[Indication : On pourra considérer I'application 7 : M, (R) — Sym,,(R)
définie par 7(M) = ‘M AM et appliquer le théoréme d’inversion locale & la
restriction de 7 & un sous-espace vectoriel F' de M, (R) bien choisi.]

3) Démontrer le Lemme de Morse.

11



