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@ E.D.O. linéaires : résolvante, théorie des perturbations.

o E.D.O. linéaires a coefficients périodiques. Théoreme de Floquet,
résonnance paramétrique.
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@ ODE non-linéaires : linéarisation et théorie des perturbations.

@ Flots, champs de vecteurs, application de premier retour, application
a la stabilité.

@ Sous-variétés, espace tangent, point critique, champs de vecteurs sur
les sous-variétés, sous-variétés a bord.

@ Stabilité (critere de Routh, fonctions de Lyapunov), champs de
vecteurs en dimension 2 (perturbations des applications conservatives
et théoreme de Poincaré-Bendixon)

@ Redressement des flots, points fixes hyperboliques. Le théoreme de la
variété stable, théoréeme de Hartman-Grobman. Régularité et chaos.
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Probleme : f : Q — R” cont. loc. lip.(en y), 2 C R x R" ouvert et y(-)

sol. de
{y(r) = f(t, (1) "
y(t) =0

sur un intervalle /,
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Probleme : f : Q — R” cont. loc. lip.(en y), 2 C R x R" ouvert et y(-)

sol. de
{y(r) = f(t, (1) "
y(to) =0

sur un intervalle /,

Est-il possible de la prolonger en une solution définie sur un intervalle plus
grand?

Notation (y, /) : sol. de y’ = f(t,y) sur I'intervalle ouvert /.
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

(y1,h), (y2, ) sol. de (x).
Jto € h Nk, yi(to) = ya(to) = Vt € h N b, yi(t) = ya(t).

La fonction y : kUl — E : y|lh = y1, y|l» = y» est C' et solution de (x)
sur Iy U . On dit que (y, h U k) recolle (y1,h) et (y2, h).
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Définition

li, b intervalles ouverts tq Iy C b, lh # b, et y1,y» deux sol. de (x) resp.
sur Iy et . On dit que (y2, ) prolonge (y1,h) si yo|lh = y1|h. Une sol.
(y, 1) de (%) est maximale si on ne peut pas la prolonger.
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Définition

li, b intervalles ouverts tq Iy C b, lh # b, et y1,y» deux sol. de (x) resp.
sur Iy et . On dit que (y2, ) prolonge (y1,h) si yo|lh = y1|h. Une sol.
(v, 1) de (%) est maximale si on ne peut pas la prolonger.

On peut alors énoncer,

Proposition

Toute sol. (y, 1) de (x) peut étre prolongée en une unique solution
maximale.

Démonstration : L'intervalle maximal est I'union de tous les intervalles /
contenant yo pour lesquels (y, /) est solution de (). O
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Remarque. Si Q =/ x E et si Y(tp, vp) € Q2 3! sol. yy, , maximale sur /
tout entier, on dit que I'équation est compléte.
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Exemple d’explosion en temps fini. x = x2, x(tg) = xo ;
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Exemple d’explosion en temps fini. x = x2, x(tg) = xo ;

Solutions :
1

1
to + % t
Si xg = 0 : solution nulle xg = 0 définie sur R.
Si xp # 0; définies uniquement pour t < tg + Xlo out>ty+ Xio

. . . . o 1 1
Si Xo > 0 : solution maximale Yt xo = (Wio_t’] — 00, tp + P >,

Si xg < 0 : solution maximale yz; , = <ﬁ,]tg + X%,oo[).
L —
X0

Les solutions maximales sont donc

(0,R), <£,]—oo,c[>, <£,]C,oo[>, ceR
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Exemple de solutions maximales. x =1 + x2:
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Exemple de solutions maximales. x =1 + x2:
Les solutions maximales sont :

<tan(- o) ]e— g,c+ g[> ceR.
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Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Considérons donc (y, /) une solution maximale de (x) et supposons | # R

de fagon que / ait au moins une extrémité finie; on supposera par exemple
I = (b, a). Que se passe-t-il en a,b?.
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Intervalle maximal

Considérons donc (y, /) une solution maximale de (x) et supposons | # R
de fagon que / ait au moins une extrémité finie; on supposera par exemple
I = (b, a). Que se passe-t-il en a,b?.

Théoreme (Propriété de sortie de tout compact)

(v, 1) une sol. maximale, | # R, a € 0] = VK C Q compact 3ty € | t.q.
vt elto, al, y(t) & K.
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Certains auteurs font référence a ce théoreme comme le théoreme des
bouts.
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Intervalle maximal

Considérons donc (y, /) une solution maximale de (x) et supposons | # R
de fagon que / ait au moins une extrémité finie; on supposera par exemple
I = (b, a). Que se passe-t-il en a,b?.

Théoreme (Propriété de sortie de tout compact)

(v, 1) une sol. maximale, | # R, a € 0] = VK C Q compact 3ty € | t.q.
vt elto, al, y(t) & K.

Certains auteurs font référence a ce théoreme comme le théoreme des
bouts.

Exemple : si Q =R xR, | = (b,a) (—oo < b < a < o0) on choisit
K=[b—-1a+1] x[-M, M|

Jtg €la, b[, Vt€lto,al, |x(t)] > M.
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Estimation du temps de vie

On dispose de deux types de critéres :
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@ Critére géométique : Fonctions de Lyapunov
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

On dispose de deux types de critéres :
@ Critére géométique : Fonctions de Lyapunov

@ Critére analytique : Lemme de Gronwall

M1 Systémes dynamiques Temps de vie des solutions 28/10 - 10 /11/2021



Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Critére géométique : Fonctions de Lyapunov
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Critére géométique : Fonctions de Lyapunov

Théoreme

Soient ¢ : R" — R de classe C!, F := {x € R": ¢(x) < 0}. Supposons
que f(t,x) définie sur Q D R x F soit telle que

o (a) Dy(x) - f(t,x) < 0 pour tout x € o 1(0), t € R

@ ou (b) Dp(x) - f(t,x) <0 pour tout x € o~ 1(] — ,0]), t € R.
Si pour yo € F, (y(-),!) est la solution maximale de y = f(t,y) telle que
y(to) = yo, alors pour tout t € [ty, 0[N/, y(t) € F.
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Critére géométique : Fonctions de Lyapunov

Théoréme

Soient ¢ : R" — R de classe C!, F := {x € R": ¢(x) < 0}. Supposons
que f(t,x) définie sur Q D R x F soit telle que

o (a) Dy(x) - f(t,x) < 0 pour tout x € o 1(0), t € R
@ ou (b) Dp(x) - f(t,x) < 0 pour tout x € p~1(] — 00,0]), t € R.

Si pour yo € F, (y(-),!) est la solution maximale de y = f(t,y) telle que
y(to) = yo, alors pour tout t € [ty, 0[N/, y(t) € F.

Corollaire

En particulier, si F est compact, | D [ty, 00|
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Démonstration :
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Estimation du temps de vie

Démonstration : Sous I'hypothese (a) :
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Démonstration : Sous |'hypothese (a) : Supposons que | =]a, b[. On doit
démontrer que I'ensemble E := {t €]ty, b[: p(y(t)) > 0} est vide. Si ce
n'était pas le cas on pourrait définir son inf, disons t, > to (car

©(y(tp)) < 0). On aurait ¢(y(t.)) = 0 et pour une suite de §, > 0,
limd, = 0 on aurait ¢(y(t. + d,)) > 0.
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Démonstration : Sous |'hypothese (a) : Supposons que | =]a, b[. On doit
démontrer que I'ensemble E := {t €]ty, b[: p(y(t)) > 0} est vide. Si ce
n'était pas le cas on pourrait définir son inf, disons t, > to (car

©(y(tp)) < 0). On aurait ¢(y(t.)) = 0 et pour une suite de §, > 0,
limd, = 0 on aurait ¢(y(t. + d,)) > 0.

Comme ¢(y(ts)) =0o0n a Do(y(t)) - f(t, y(t)) <O.
Or pour § > 0 petit

p(y(t +9)) = (y(&)) + 0Dp(y(t)) - F(t, y(t:)) + 0(0)
o(y(t)) + 6 x (gq. chose indep. de § qui est < 0) + o(9)

<p(y(t)) <0

en en particulier p(y(t. + d,)) < 0 ce qui est absurde. O
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Démonstration : Sous |'hypothese (a) : Supposons que | =]a, b[. On doit
démontrer que I'ensemble E := {t €]ty, b[: p(y(t)) > 0} est vide. Si ce
n'était pas le cas on pourrait définir son inf, disons t, > to (car

©(y(tp)) < 0). On aurait ¢(y(t.)) = 0 et pour une suite de §, > 0,
limd, = 0 on aurait ¢(y(t. + d,)) > 0.

Comme ¢(y(ts)) =0o0n a Do(y(t)) - f(t, y(t)) <O.
Or pour § > 0 petit

p(y(t +9)) = (y(&)) + 0Dp(y(t)) - F(t, y(t:)) + 0(0)
o(y(t)) + 6 x (gq. chose indep. de § qui est < 0) + o(9)

<p(y(t)) <0

en en particulier p(y(t. + d,)) < 0 ce qui est absurde. O
Sous I'hypothese (b) : Voir la version longue. O
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Temps de vie des solutions

Conséquences

o Si f(t,y) = (—yi + y2 + 2ty1, —y5 + 3ty?), les solutions sont définies
jusqu'en +o0o car pour |y| = R assez grand et tout t, (y,f(t,y)) <0
(critere (a)).
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Temps de vie des solutions

Conséquences

o Si f(t,y) = (—yi + y2 + 2ty1, —y5 + 3ty?), les solutions sont définies
jusqu'en +o0o car pour |y| = R assez grand et tout t, (y,f(t,y)) <0
(critere (a)).

e L'équation x = =V V/(x) — vx (v > 0) vérifie le critere (b) précédent
avec p(x,x) = E = (1/2)|x|2 4+ V(x). Si les ensembles ¢~ ((—oc, E])
sont compacts, les solutions maximales sont définies pour t — oo.
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Critére analytique : Lemme de Gronwall
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Critére analytique : Lemme de Gronwall

Théoreme
p() sol. de p(t) = g(t, p(t)) définie sur [to, t1] a valeurs dans R

{ vt € [to, tal, |y'(t)] < &(t, ly(t)])

=Vt € [to, ta], [y(8)] < p(2)-

y(to)| < p(to)
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Temps de vie des solutions

Estimation du temps de vie

Critére analytique : Lemme de Gronwall

Théoréme

p() sol. de p(t) = g(t, p(t)) définie sur [to, t1] a valeurs dans R

{ vt € [to, ta], ly'(t) < g(t, ly(t)])
ly(to)| < p(to)

=Vt € [to, ta], |y(£)] < p(2).

Corollaire
Hypotheéses :

F(ty)l < )| < p(to)
o | intervalle maximal de def. de p(t) = g(t, p(t)), p(to) = po
Conclusion : /'intervalle maximal de définition de y(t) = f(t,y(t))

().
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Temps de vie des solutions

Conséquences

o Exemple : Si y'(t) < ay(t) + b alors
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Temps de vie des solutions

Conséquences

o Exemple : Si y'(t) < ay(t) + b alors

t
V=0, y(t)<e(y(0) +/ e~ *bds)
0

< e”y(0) + (b/a)(e™ — 1)
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Temps de vie des solutions

Conséquences

o Exemple : Si y'(t) < ay(t) + b alors

V=0, y(t)<e(y(0)+ /t e~ *bds)
0
< e”y(0) + (b/a)(e™ — 1)

o Tres utile Si f(t,y) est a croissance affine a I'infini
(If (£, »)|] < a(t)||y|l + b(t)), le temps de vie de (x) est infini (si Q
est de la forme R x R").
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Temps de vie des solutions

Conséquences

o Exemple : Si y'(t) < ay(t) + b alors

V=0, y(t)<e(y(0)+ /t e~ *bds)
0
< e”y(0) + (b/a)(e™ — 1)

o Tres utile Si f(t,y) est a croissance affine a I'infini
(If (£, »)|] < a(t)||y|l + b(t)), le temps de vie de (x) est infini (si Q
est de la forme R x R").

@ Estimées explicites de la continuité des solutions et de leur temps de
vie en fonction du parametre ou de la condition initiale.
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Temps de vie des solutions

Conséquences

Estimées a priori,
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Temps de vie des solutions

Conséquences

Estimées a priori, exemple.
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Temps de vie des solutions

Conséquences

Estimées a priori, exemple.
y'(t) = y(t) + e y(t)?,  y(0) <1/2.
Alors, y(-) est défini pour tout t > 0 et

Vit>0, y(t)<e.
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Temps de vie des solutions

Conséquences
Estimées a priori, exemple.
y'(t)=y(t) +e > y(1)?,  y(0) <1/2
Alors, y(-) est défini pour tout t > 0 et
Vit>0, y(t)<e.
Preuve : Soit I I'intervalle maximal de définition contenant O et

T :=inf{tel, y(t) > e'}.
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Temps de vie des solutions

Conséquences

Estimées a priori, exemple.

y'()=y(t) +e > y(t)?,  y(0) <1/2.
Alors, y(-) est défini pour tout t > 0 et
Vit>0, y(t)<e.
Preuve : Soit | I'intervalle maximal de définition contenant 0 et
T :=inf{tel, y(t) > e'}.

On remarque que
Tel=y(T)=e¢".
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Temps de vie des solutions

Conséquences
Estimées a priori, exemple.
y'(t)=y(t) +e > y(1)?,  y(0) <1/2
Alors, y(-) est défini pour tout t > 0 et
Vit>0, y(t)<e.
Preuve : Soit I I'intervalle maximal de définition contenant O et
T :=inf{tel, y(t) > e'}.

On remarque que
Tel=y(T)=e¢".
Par ailleurs, pour tout t € [0, T|

y'(£) <y(t) + e e <y(t) + e
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Temps de vie des solutions

Conséquences

donc

t
y(t) < e'yo +/ elt=9)e™5ds < ef(yp +1/2) < ef <e’.
0
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Temps de vie des solutions

Conséquences

donc

t
y(t) < e'yo +/ elt=9)e™5ds < ef(yp +1/2) < ef <e’.
0

Cela implique
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Temps de vie des solutions

Conséquences

donc

t
y(t) < e'yo +/ elt=9)e™5ds < ef(yp +1/2) < ef <e’.
0

Cela implique

o T ¢/ carsinone’ =y(T)<y(T).
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Temps de vie des solutions

Conséquences

donc

t
y(t) < e'yo +/ elt=9)e™5ds < ef(yp +1/2) < ef <e’.
0

Cela implique
@ T ¢lcarsinone’ =y(T)<y(T).
@ T =oocarsinonV t € /1N[0,00[, y(t) < e’ et cela viole le théoreme

de sortie de tout compact.

28/10 - 10 /11/2021
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Temps de vie des solutions

Conséquences

donc

t
y(t) < e'yo +/ elt=9)e™5ds < ef(yp +1/2) < ef <e’.
0

Cela implique
o T ¢/ carsinone’ =y(T)<y(T).

@ T =oocarsinonV t € /1N[0,00[, y(t) < e’ et cela viole le théoreme
de sortie de tout compact.

Ainsi, [0,00[C [ et T = o0. O
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Sommaire Plan du cours 3

9 O.D.E. non-linéaires : linéarisation et théorie des perturbations
@ Théoremes de dépendance différentiable
@ Dépendance différentiable, Linéarisation
@ Théorie des perturbations
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cadre

foQxN—=E, f:(t,y,\)— f(t,y,)\) (\: parametre) classe CX.
(to,v0) € Q, Ao € A.
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cadre

foQxN—=E, f:(t,y,\)— f(t,y,)\) (\: parametre) classe CX.
(to,v0) € Q, Ao € A.
Probleme de Cauchy

y'(t) = f(t,y(t),\)
y(to) =v

(P.C)y {
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cadre

foQxN—=E, f:(t,y,\)— f(t,y,)\) (\: parametre) classe CX.
(to,v0) € Q, Ao € A.
Probleme de Cauchy

y'(t) = f(t,y(t),\)
y(to) =v

(P.C)y {

Hypothese : yo(-) := yi,.5,(+) solution de (P.C.)y,, sur I'intervalle

(global) [to, t1] (donc sur [tg — &, t1 + 4]).
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cauchy-Lipschitz a paramétre

Théoreme (Théoreme de dépendance différentiable et linéarisation)
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cauchy-Lipschitz a paramétre

Théoreme (Théoreme de dépendance différentiable et linéarisation)

@ I W € Vois(xg,v), V(A v) €W, 3y o(+) sol. de (P.C.)x,y sur [to, t1]
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cauchy-Lipschitz a paramétre

Théoreme (Théoreme de dépendance différentiable et linéarisation)

@ I W € Vois(xg,v), V(A v) €W, 3y o(+) sol. de (P.C.)x,y sur [to, t1]
o (A, v) = yv()) € Ci([to, t1], E) classe C*.
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cauchy-Lipschitz a paramétre

Théoreme (Théoreme de dépendance différentiable et linéarisation)

@ I W € Vois(xg,v), V(A v) €W, 3y o(+) sol. de (P.C.)x,y sur [to, t1]
o (A, v) = yv()) € Ci([to, t1], E) classe C*.

o Dérivée (Dy \y)(vo, Xo) - (Av,AN) = Ay(-) € CY([to, ta], E) sol. de
I'EDO affine appelée : équation linéarisée.

{(Ay)’(t) = D, f(t,y0(t), Xo) - Ay (t) + Daf(t, yo(t), Ao) - A
Ay(ty) = Av.
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Dépendance par rapport au parametre et aux cond. initiales

Cauchy-Lipschitz a paramétre

Théoreme (Théoreme de dépendance différentiable et linéarisation)

@ I W € Vois(xg,v), V(A v) €W, 3y o(+) sol. de (P.C.)x,y sur [to, t1]
o (A, v) = yv()) € Ci([to, t1], E) classe C*.

o Dérivée (Dy \y)(vo, Xo) - (Av,AN) = Ay(-) € CY([to, ta], E) sol. de
I'EDO affine appelée : équation linéarisée.

{(Ay)’(t) = D, f(t,yo(t), Xo) - Ay(t) + Drf(t,yo(t), Xo) - AX
Ay(ty) = Av.

On applique le théoreme des fonctions implicites a I'application
®: CY([to, t1], E) x E x N — C([to, t1], E) définie par,

S(y() Vi) = v+ / F(5,y(5), \)ds — y("),

to
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Application a la mé e des perturbations

Nous étudions a présent des équations de la forme

M1 Systémes dynamiques O.D.E. non-linéaires : linéarisation et théorie 28/10 - 10 /11/2021



Application a la méthode des perturbations

Nous étudions a présent des équations de la forme

y(8) = fo(t, y(t)) + eg(t, y(t))
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Application a la méthode des perturbations

Nous étudions a présent des équations de la forme

y(8) = fo(t, y(t)) + eg(t, y(t))

et nous supposons que
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Application a la méthode des perturbations

Nous étudions a présent des équations de la forme

y(8) = fo(t, y(t)) + eg(t, y(t))

et nous supposons que
o fy, g sont C* (ou CK)
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Application a la méthode des perturbations

Nous étudions a présent des équations de la forme

y(t) = fo(t, y(t)) + eg(t, y(t))

et nous supposons que
o fy, g sont C* (ou CK)

@ yo(+) est une solution de

{ (1) = fo(t, y(t))

yo(to) = wo
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Application a la méthode des perturbations

Nous étudions a présent des équations de la forme

y(t) = fo(t, y(t)) + eg(t, y(t))

et nous supposons que
o fy, g sont C* (ou CK)

@ yo(+) est une solution de

{ (1) = fo(t, y(t))

yo(to) = wo

sur un intervalle [to, t1].
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Application a la méthode des perturbations

Nous étudions a présent des équations de la forme

y(t) = fo(t, y(t)) + eg(t, y(t))

et nous supposons que
o fy, g sont C* (ou CK)

@ yo(+) est une solution de
{ 7() = fo(t.y(2))
yo(to) = vo

sur un intervalle [to, t1].

@ € est un petit parametre, disons réel.
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable = Jeg, Ve € (—€p, €9) Ty (¢, -) sol. de
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable = Jeg, Ve € (—€p, €9) Ty (¢, -) sol. de

{ (e t) = fo(t, y (e, t)) + eg(t, y(e, t))

yo(to) = wo
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable = Jeg, Ve € (—€p, €9) Ty (¢, -) sol. de

{ (e t) = fo(t, y (e, t)) + eg(t, y(e, t))

yo(to) = wo

et y(e,t) CKkenceten t;
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable = Jeg, Ve € (—€p, €9) Ty (¢, -) sol. de

{ (e t) = fo(t, y (e, t)) + eg(t, y(e, t))

yo(to) = wo

et y(e,t) CKkenceten t;
En fait € — y(e,-), (—€o,€0) = CY([to, t1], E) est Ck.
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable = Jeg, Ve € (—€p, €9) Ty (¢, -) sol. de
)I/(Ev t) = fb(tvy(ev t)) + eg(t,y(e, t))
yo(to) = vo

et y(e,t) CKkenceten t;

En fait € — y(e,-), (—€o,€0) = CY([to, t1], E) est Ck.
Par conséquent, on peut écrire un
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable = Jeg, Ve € (—€p, €9) Ty (¢, -) sol. de
)I/(Ev t) = fb(tvy(ev t)) + eg(t,y(e, t))
yo(to) = vo

et y(e,t) CKkenceten t;
En fait € — y(e,-), (—€o,€0) = CY([to, t1], E) est Ck.
Par conséquent, on peut écrire un développement limité
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Application a la méthode des perturbations

Théo. de dépendance différentiable = Jeg, Ve € (—€p, €9) Ty (¢, -) sol. de

{ y(e t) = fo(t,y(e t)) +eg(t, y(e, t))
yo(to) = vo

et y(e,t) CKkenceten t;
En fait € — y(e,-), (—€o,€0) = CY([to, t1], E) est Ck.
Par conséquent, on peut écrire un développement limité

y(e,t) = yo(t) + eya(t) + -+ “yi(t) + o(e", 1)

ot o(e¥)(+) = e¥v(e€)(+) avec [2(€)()llc1(fto,,]) tend vers O avec .
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Application a la méthode des perturbations

Le but de la théorie des perturbations est de déterminer les fonctions
yi()s- - y(e)-
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Application a la méthode des perturbations

Le but de la théorie des perturbations est de déterminer les fonctions

yi()s - yi(e)-
Pour cela :
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Application a la méthode des perturbations

Le but de la théorie des perturbations est de déterminer les fonctions

yi()s - yi(e)-
Pour cela :

@ On injecte
y(e, t) = yo(t) + eya(t) + - - - + ¥y (t) + o(¥)(2)

dans
{ (e t) = fo(t, y (€, 1)) + eg(t, y (e, 1))

yo(to) = wo
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Application a la méthode des perturbations

Le but de la théorie des perturbations est de déterminer les fonctions

yi()s - yi(e)-
Pour cela :

@ On injecte

y(e, t) = yo(t) + eya(t) + - - - + ¥y (t) + o(¥)(2)

dans
(e t) = fo(t, y (€, 1)) + eg(t, y (e, 1))
yo(to) = vo

@ et on utilise le fait qu'un développement limité est unique.
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