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Sommaire du cours 4

Temps de vie des solutions

Intervalle maximal

Probleme : Etant données f : € — R” continue localement lipschitzienne

@ Temps de vie des solutions (en y) ot Q est un ouvert de R x R" et une solution y(-) de
@ Intervalle maximal
@ Estimation du temps de vie : critéeres géométrique et analytique y(t) =1(t,y(t)) ()
*
y(to) =y

définie sur un intervalle /, est-il possible de la prolonger en une solution
définie sur un intervalle plus grand 7

On dira que (y, /) est solution de y’ = f(t,y) si y est solution de cette
E.D.O et est définie sur l'intervalle ouvert /.
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Définition

Soient Iy, I deux intervalles ouverts tels que h C b, 1 # b , et y1,y»

deux solutions de (x) respectivement sur Iy et l. On dit que (y2, )
prolonge (y1, 1) si ya|h = yi|h. Une solution (y, 1) de (x) est dite
Soient (y1, h), (y2, ) deux solutions de (). S'il existe ty € Iy N I tel que maximale si on ne peut pas la prolonger.
yi(to) = y2(to), on a également yi(t) = yo(t) pour tout t € 1 N . On
peut donc définir la fonction y : Iy U l, — E en posant y|l = y1, On peut alors énoncer,
y\.lz = y» ; cette fonction y est alors C1 et solution de (x) sur Iy U k. On Proposition
dit que (y,h U k) recolle (y1, h) et (y2, k).

Toute solution de (y, 1) (x) peut étre prolongée en une unique solution
maximale.

Démonstration : L'intervalle maximal est |'union de tous les intervalles /
contenant yp pour lesquels (y, /) est solution de (). O

M1 Systémes dynamiques Temps de vie des solutions /21 M1 Systemes dynamiques Temps de vie des solutions /21

Temps de vie des solutions Temps de vie des solutions

Intervalle maximal Intervalle maximal

Exemple d'explosion en temps fini. x = x2, x(tg) = xo ;

Solutions : )

to+ 5 — ¢
Si xg = 0 : solution nulle x = 0 définie sur R.

Remarque. Si Q =/ x E et si V(tp, vo) € Q 3! sol. yy, v, maximale sur / Si xg # 0; définies uniquement pour t < ty + Xlo out>ty+ X—lo

tout entier, on dit que I'équation est compléte. _ _ ) 1 1
Si xg > 0 : solution maximale yz, , = ﬁ%—t’] —oo,to+ |

Si xp < 0 : solution maximale y;, ,, = <t+11t’]t0 + )}O,oo[)
T
X0

Les solutions maximales sont donc
(0,R) L ] c[ L Je, o0f ceR
— |- _— %)
) ) C _ t? b b C _ t? b b
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Exemple de solutions maximales. x =1+ x2:
Les solutions maximales sont :

™

tan(-—c),]c—g,c+§[ ., ceR.
( )
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Démonstration : Le temps de vie donné par le théoreme de
Cauchy-Lipschitz est uniforme sur tout compact cad pour tout compact
K C Q il existe 0x > 0 tel que pour tout (ts,y«) € K le probleme de
Cauchy

Y(t) = f(ty(t), y(t) =y
admet une solution définie sur |t. — 0k, t« + dk|.
Fixons un compact K et dx le temps de vie correspondant. S'il existait une
suite t, — a de temps de retour de y dans le compact K, alors comme
(tn,y(tn)) € K, d'aprés Cauchy-Lipschitz avec temps de vie uniforme sur
K, (*) admettrait une extension sur [t, — dk, tn + dk]. Or pour n assez
grand t, + 6k > a; donc | ne serait pas maximal. Contradiction. O
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Considérons donc (y, /) une solution maximale de (x) et supposons / # R
de fagon que / ait au moins une extrémité finie; on supposera par exemple
(b, a). Que se passe-t-il en a,b?.

Théoréeme (Propriété de sortie de tout compact)

Soit (y, 1) une solution maximale avec | # R et soit a € 0l (disons
I'extrémité droite); alors pour tout compact K C Q, il existe ty € | tel que
pour tout t €]ty, a[, y(t) ¢ K.
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Estimation du temps de vie

On dispose de deux types de critéres :
o Critere géométique : Fonctions de Lyapunov

@ Critere analytique : Lemme de Gronwall
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Critére géométique : Fonctions de Lyapunov

Soient ¢ : R" — R de classe C!, F := {x € R" : ¢(x) < 0}. Supposons
que f(t,x) définie sur Q D R x F soit telle que
@ (a) Dyp(x) - f(t,x) < 0 pour tout x € ¢~ 1(0), t € R
e ou (b) Dp(x) - f(t,x) < 0 pour tout x € o~ 1(] — 00,0]), t €R et
0{p < 0} = {p =0} (en part. tout x tq p(x) = 0 est lim. de (x,) tq
©(xn) < 0).
Si pour yp € F, (y(-),!) est la solution maximale de y = f(t,y) telle que
y(to) = yo, alors pour tout t € [tg, 0[N/, y(t) € F.

Corollaire

En particulier, si F est compact, | D [tg, o0].
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Sous I'hypotheése (b) : Comme précédemment, démontrons par |'absurde
que E := {t €]to, b[: p(y(t)) > 0} est vide. Si E est non vide et si

t, = inf E on a ¢(t.) = 0 et on voit aussi que t — (y(t)) est
décroissante au sens large sur [to, t.] car

(d/d)(y()) = Dy (1)) - F(£,y(£)) < O pour t € [to, t.]

e En particulier si ¢(y(to)) < 0 on a ¢(y(t.)) < 0 ce qui contredit
©(y(t.)) = 0. Par conséquent, dans ce cas on a pour tout t € /,
p(y(1)) <0.

@ Supposons a présent ¢(y(tp)) = 0. L’hypothese (b) nous dit qu'il
existe une suite y, o convergeant vers y(to) et telle que ¢(yn0) < 0.
En anticipant sur le théoréme de dépendance (continue) par rapport
aux conditions initiales, on peut affirmer qu'il existe une solution au
probleme de Cauchy

Z'(t) = f(t, z(t)), z(to) = yno

définie sur l'intervalle de temps [to, t.] et que cette solution y,(-) est
proche de y(-) sur l'intervalle [to, t.] ; en particulier y,(t.) — y(ts).
Mais on a vu précédemment que comme ¢(yn(tp)) < 0, la fonction
t — @(yn(t)) est décroissante sur | et donc
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Démonstration : Sous I'hypothése (a) : Supposons que /| =]a, b[. On doit
démontrer que I'ensemble E := {t €]tg, b[: ¢(y(t)) > 0} est vide. Si ce
n'était pas le cas on pourrait définir son inf, disons t, > to (car

©(y(to)) < 0). On aurait p(y(t.)) = 0 et pour une suite de 6, > 0,

limd, = 0 on aurait p(y(t. + d,)) > 0.

Comme ¢(y(t:)) =0o0n a Do(y(t.)) - f(te, y(t)) < 0 Or pour § > 0 petit

(y(te +0)) = w(y(ts)) +Dp(y(t.)) - f(te, y(ts)) + 0(0)
= ¢(y(t.)) + 0 x (gq. chose indep. de § qui est < 0)+ o(4)
< o(y(t)) <0

en en particulier ¢(y(t. + dn)) < 0 ce qui est absurde. O
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V6 >0 suffisamment petit, (y,(t. +3d)) <O0.
En faisant tendre n vers l'infini on voit que ¢(y(t. +d)) < 0. Cela
contredit la définition de t.. Ainsi E est vide. O
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Conséquences

o Si f(t,y) = (—yi +y3 +2ty1, —y5 + 3ty?), les solutions sont définies
jusqu'en +o0o car pour |y| = R assez grand et tout t, (y, f(t,y)) <0
(critere (a) appliqué a p(y) = |y|> — R?).

e L'équation X = —VV/(x) — yx (y > 0) vérifie le critere (b) précédent
avec p(x,x) = E = (1/2)|x|> + V(x). Si les ensembles ¢ ~1((—o0, E])
sont compacts, les solutions maximales sont définies pour t — oc.
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Démonstration : Pour le théoréme :

(1) Si I'inégalité est stricte : |y'(t)| < g(t, ly(t)]), c'est la méme preuve
que le théoréme des accroissements finis : Si I'ensemble

{t €]to, t1] : |y(t)| > p(t)} était non-vide, on pourrait définir son inf,
disons t.. On a nécessairement t, €]ty, t1], |y(t:)| = p(t:) et il existe une
suite d, > 0, limd, = 0 telle que |y(t. + dn)| > p(ts + dpn). D'autre part,

y(te +0) = p(te +0) < |y(t)] + 01y (t)] — p(t) — dg(te, p(t:)) + 0(3n)-

Donc |y(t« + 0n)| — p(t« + 05) < 0 pour 0, > 0 assez petit ce qui est une
contradiction.

(2) Cas général : on pose g(t, p) = g(t, p) + €, de fagon que l'inégalité
soit stricte, ce qui démontre le résultat pour un pc(-), et on utilise le
théoreme de continuité par rapport au parameétre : p. — p quand € — 0. [
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Critére analytique : Lemme de Gronwall

Théoreme

Soit g(t, p) vérifiant les hypothéses de Cauchy-Lipschitz sur Q et p(-) une
solution de p(t) = g(t, p(t)) définie sur [to, t1]. Si y(-) est une fonction C*
qui vérifie pour tout t € [to, 1], [y'(£)] < g(t,y()]) et Iy(to)| < plto),
alors on a pour tout t € [to, t1], |y(t)| < p(t).

Et en utilisant la propriété de sortie de tout compact :

Corollaire

Si pour tout (t,y) € Q, |f(t,y)| < g(t,|y|) et si |y(to)| < p(to), alors, si |
est un intervalle maximal de définition de p(t) = g(t, p(t)), p(to) = po,
I'intervalle maximal de définition de y(t) = f(t,y(t)) contient | et on a
vt e, |y(t)] < p(t)-
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Conséquences

e Exemple : Si y'(t) < ay(t) + b alors

t

Vit>0, y(t)<e™(y(0) +/ e ¥ bds)
0
< y(0) + (b/a)(e™ — 1)

o Estimées a priori et temps de vie.
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Estimées a priori, exemple.
y'(t) = y(t) + e y(t)?,  y(0) <1/2
Alors, y(-) est défini pour tout t > 0 et
V=0, y(t)<e.
Preuve : Soit | I'intervalle maximal de définition contenant 0 et
T :=inf{t e, y(t) > e'}.

On remarque que
-

Tel=y(T)=¢".
Par ailleurs, pour tout t € [0, T|

Y(1) Sy(t) +e e <y(t) +ef
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Conséquences

e Tres utile Si f(t,y) est a croissance affine a l'infini

(IF(t, ) < a(t)|lyll + b(t)), le temps de vie de (x) est infini (si
est de la forme R x R").

@ Estimées explicites de la continuité des solutions et de leur temps de
vie en fonction du paramétre ou de la condition initiale.

Théoreme

Soient fi(t,y), f(t,y) dont les constantes de Lipschitz sont majorées par
k, y1(+) et ya(-) solutions de y;(t) = f(t,yi(t)), i = 1,2. Alors, si
supq [|fi — fof| <€,

= € _
Ia(e) = ya()l) < el (to) = ya(to) | + (&40l — 1)
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Conséquences

donc
t
y(t) <e'yo +/ et=9e 5ds Cef(yo +1/2) <ef <e'.
0

Cela implique
o T ¢ lcarsinone’ =y(T)<y(T).

o T =occarsinonV t e lN[0,00], y(t) < e’ et cela viole le théoreme
de sortie de tout compact.

Ainsi, [0,00[C [ et T = oo. O
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