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Plan du cours de Systemes Dynamiques

@ Introduction générale : divers exemples d'EDO, linéaire vs.
non-linéaire, stabilité.

N . R | logie, d'algé linéai Icul différentiel.
M1 Systemes dynamlques @ Rappels de topo ogle., d'algebre linéaire et de calcul différentie
@ Théoreme du point fixe de Picard et théoremes des fonctions
implicites et d'inversion locale.

Raphaél KRIKORIAN @ Théoreme d'existence de Cauchy-Lipschitz, critére d'existence et
d’'unicité globales, dépendance par rapport aux paramétres (cas
linéaire)

Chapitre 4 @ E.D.O. a coefficients constants.
EDO linéaires a coefficients constants e E.D.O. linéaires : résolvante, théorie des perturbations.

e E.D.O. linéaires a coefficients périodiques. Théoreme de Floquet,
résonnance paramétrique.

@ Temps de vie des solutions, intervalle maximal, estimation de temps
de vie.
EDO linéaire & coeff. cst. 1/ 30 EDO linéaire & coeff. cst. 2/ 30
|
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o ODE non-linéaires : linéarisation et théorie des perturbations. @ L'exponentielle

@ Flots, champs de vecteurs, application de premier retour, application
a la stabilité.

@ Sous-variétés, espace tangent, point critique, champs de vecteurs sur
les sous-variétés, sous-variétés a bord.

o Stabilité (critere de Routh, fonctions de Lyapunov), champs de
vecteurs en dimension 2 (perturbations des applications conservatives
et théoreme de Poincaré-Bendixon)

@ Redressement des flots, points fixes hyperboliques. Le théoreme de la
variété stable, théoreme de Hartman-Grobman. Régularité et chaos.
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L'exponentielle

Equations linéaires a coefficients constants

On suppose a présent E = K" (ou K = C" ou R") et que
A(-) = constante = A € M(n,R) et b(-) =

{ X(t) = AX(t)

ou on définit pour B € M(n,K) :

B o~ B*
e” =exp(B) = E o € GL(n,K)
k=0 "
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L'exponentielle

EDO a coeff. constants : |'exponentielle

Propriétés de 'exponentielle © Pour A, B € M(n,K)

@ exp(A) € GL(n,K) (i.e. est inversible) et on a, exp(A)~! = exp(—A).

Q det(e?) = et"(A)

© L’application exponentielle est K-analytique (et donc de classe C™)

@ L’application linéaire tangente de I'exponentielle en 0 est I'identité :
Dexp(0)-H=H, VH € M,(K).

@ Si A B € My(K) commutent, i.e. AB = BA, on a,
exp(A + B) = exp(A) exp(B). (faux en général)

@ f(t) = exp(tA) est C=® et f/(t) = Ae?A = A,

@ Si P e GL(n,K), PeAP~1 = PAPT",

(3] Si A est une matrice diagonale d'éléments diagonaux Ap, ..., A, alors
e? est diagonale d'éléments diagonaux e, ..., e
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L'exponentielle

Equations linéaires a coefficients constants

En effet, en utilisant le point (6) du transparent suivant :

oo

jt e Xp) = <Z k—Ak)XO A(Z LA )Xo — A(e*X).

M1 Systemes dynamiques L'exponentielle EDO linéaire a coeff. cst. 6 /30

Résolution de X’ = AX

Sommaire Plan du chapitre 4

9 Résolution par la réduction des endomorphismes

M1 Systeémes dynamiques - edlorhis N EDO linéaire a coeff. cst. 8 /30




Résolution de X’ = AX Résolution de X’ = AX

Equations linéaires a coefficients constants Espaces caractéristiques
Etude de la dynamique

Mise sous forme normale : si A € M(n,C) elle s'écrit toujours de fagon
unique A =S + N avec : S diagonalisable : S = Pdiag(\,..., \,)P7L, N
nilpotente : Ik € N*, Nk =0 et S et N commutent (SN = NS); en fait S
et IV sont polynomiales en A .

On peut en fait étre plus précis.

Origine géométrique/algébrique de la décomposition A =S + N. Soit
pa(X) le polynéme minimal de A : le polynéme de plus petit degré
(normalisé) qui annule A (pua(A) = 0).

Donc pa(X) =TT—1(X —Xi)™ ou Aj, 1 < i< rsont les valeurs propres de A
otA — otS otN (S et N commutent) = Pediag(tAs,...tAn) p—1 gtV (on a 'EO.UJC.)UFS 1 < a; < m; o m; multiplicité de \; dans le polynéme
caractéristique det(A — X - [) de A).
avec etN = [+ tN + - + (E‘Hy N =1 - donc polyndme en t et Alors (Théoreme de décomposition des noyaux)
1) : .
ediag(tAs, ., tAn) — diag(e™, . .., etn), o C"=@;_ ker(A—X\;1)™;
Conclusion : o Iy, = ker(A — A\;jl)™ est invariant par A (espaces caractéristiques) ;
TEe e @ A restreinte a I'y, = ker(A — \;/)™ est de la forme Ajidr, + n;j ou

o A o o n; € End(T,) est nilpotent d'ordre «; (n,f""*1 #0, n’" =0).
Les coefficients de e Xy sont des combinaisons linéaires de termes de la

forme tPet*s, (0 < p< k—1,1<q<n)
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Espaces caractéristiques Sommaire Plan du chapitre 4
Théoreme

Si le polynéme minimal de A est de la forme pa(X) = [17_;(X — X\i)™,
les coefficients de e*A Xy sont des combinaisons linéaires de termes de la
forme tPet i, (0< p<m—1,1<i<r)

Démonsration Utiliser le fait que © Décomposition dynamique

exp(Aidr, 4+ n;) = e™ exp(tn;)

et)\,' S (tni)k

k!
k=0
N (tmi)
— atAi
=¢€ Z k!
k=0
car n; est m;-nilpotent. O
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Décomposition dynamique

EDO a coeff. constants : Décomposition dynamique

La décompositon géométrique précédente a un sens dynamique :

Théoreme

OnaK"=T;&Tl,® Tl (espaces stable, instable, central) (K =R ou C)
ol
o N\ n __ n. | tA _
o I (A):= P ker(A— Xi)* NK"={veK : lim [le®.v]| = 0}
RN <0
o R WALT n __ n . . tA _
o Iy(A):= P ker(A—AiN)* NK"={veK": Jim_ e =0}
RN >0
o I'e(A):= @ ker(A-\)*NK"={veK":3C,M, Vt e
RA=0
R, [lev] < C(L+[t)Y|lv]l.}
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Sommaire Plan du chapitre 4

Q@ stabilité
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Décomposition dynamique

EDO a coeff. constants : Décomposition dynamique

On a alors le résultat plus précis suivant :

Théoreme

Pour tous 0 < As < min |R);
RN <0
que

o Vv € [4(A), Vt >0, |le.v] < Ce™t|v|, |[[e ™ .v| = CeMst|v||

, 0 < Ay < min RN, il existe C > 0 tel
RN >0

o Vv eT,(A), Vt >0, |le".v| < Ce Mt v, |le.v] = Ce t|v||

o Vv €T (A), VteR, CYv| < |le®.v] < C(L+[t)"||v|.
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EDO a coeff. constants : Stabilité et stabilité asymptotique

On dit que 0 est stable (au sens de Lyapunov) (quand t — 400) pour
I'E.D.O. X'(t) = AX(t) si toute solution de cette E.D.O. reste bornée
quand t tend vers 4o0.

On dit que 0 est asymptotiquement stable (quand t — +00) si toute
solution de cette E.D.O. tend vers 0 quand t tend vers +oc.

Théoreme (Critére de Routh)

e /‘origine est asymptotiquement stable (quand t — c0) ssi toutes les
valeurs propres de A sont de parties réelles strictement négatives.

o /‘origine est stable (quand t — o0 ) ssi toutes les valeurs propres de A
sont de parties réelles négatives et celles \; qui sont de parties réelles
nulles sont telles que pour tout g > 1 ker(A — \;1)9 = ker(A — \;l)
(on dit que A est diagonalisable en \;)

Demonstration. La démonstration est une conséquence du théoréme de

décomposition des noyaux. O
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Exemples en dimension 2 Exemples en dimension 2

Sommaire Plan du chapitre 4 EDO a coeff. constants : Exemples en dimension 2

Cas particulier important : A € s/(2,R) := {M € M(2,R) : tr(M) = 0}.
On a alors pour tout t, eA € SL(2. %) — {M  M(2, ) - det M — 1},
Le cas général se ramene facilement a ce cas : si A € M(2,R),

A= A— (tr(A)/2)] € sl(2,R) et e?A = et(tr(A)/2) gtA

Dans la suite on se concentre sur le cas ou A € s/(2,R).

On posera dans la suite w = /| det A|.
e Exemples en dimension 2

EDO linésre 3 coef. cst. 17 /%0 EDO linésre 3 coef. cst. 18/ %0
EDO a coeff. constants : Exemples en dimension 2 EDO a coeff. constants : Exemples en dimension 2
SidetA>0: SidetA<O0:

@ deux v.p. imaginaires pures +iw

@ deux v.p. réelles opposées +w ;
o R2=T4(A)@®T,(A) ot s =Rvs, I, =Ry,
@ Les orbites sont des hyperboles : A est hyperbolique

o R2 =T(A);

@ toutes les orbites sont des ellipses parcourues avec la méme période :

A est elliptique. . .
@ L’'origine est instable.

L'origine est stable.

w 0
_ Il existe P € GL(2,R) tel A=P p-1
o Il existe P € GL(2,R) tel que A= P (2 0w> p-1 o e (2. ) tel que (O —w)
wt
. tA _ € 0 -1
o On a alors o — P cs)s(wt) —sin(wt) p1 @ On aalors e =P ( 0 e‘“”) P
sin(wt)  cos(wt)
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Exemples en dimension 2 Exemples en dimension 2

EDO a coeff. constants : Exemples en dimension 2 Exemples

1) Résoudre avec a, b €]0, 0],

x"(t) + ax'(t) + bx(t) = 0.
SidetA=0:
@ deux v.p. nulles; En posant X(t) = ()):,((?)) il est équivalent de résoudre
e R? =T.(A) mais A est nilpotente d’ordre 2 ou égale & +/d

@ A est dite parabolique
—a

X'(t) = AX(t), A= (_Ob 1 )

@ L'origine est instable si a # 0 (stable sinon).

Il existe P € GL(2,R) et a € R tels que A= P (0 0

1 ta
tA _ 1
On a alors e —P<0 1>P .

0 a> p1 dont les solutions sont

X(t) = exp(tA)Xo,  Xo € R?.

Pour calculer I'exponentielle de matrice on tente de diagonaliser A. Son
polyndme caractéristique est xa(T) = det(T — A)

T -1

XA(T):det< a>:T2+aT+b-
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Exemples en dimension 2 Exemples en dimension 2
Exemples Exemples

Ses racines sont
Q Si A = a2 — 4b > 0 distinctes et réelles < 0

—a++va’—4b -
2

Dans le cas A # 0, les vp A+ de A sont distinctes et les solutions de

Ax = 0 X"(t) + ax'(t) + bx(t) =0

. . ., sont de la forme
@ Si A <0, distinctes de parties réelles < 0

X(t) — M+et)\+ + M_et)\_
_ —aziy/[a® —4b| Dans le cas A = 0 elles sont de la forme
AL = 5 <0

t) = (u+vt)e.
© SiA=0,égalesd A= —a/2 < 0. x(t) = (p+vt)

Dans tous les cas, elles sont de parties réelles < 0 donc, d'apres le critere
de Routh, 0 est un équilibre asymptotiquement stable.
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Exemples en dimension 2 Exemples en dimension 2

Exemples Exemples
Comme det A =w? >0on a

@ Si w # 0, la matrice A est elliptique et donc 0 est stable (on peut
aussi remarquer que les vp de A sont distinctes et imaginaires pures et
utiliser le critere de Routh). Les solutions de

2) Oscillateur harmonique

X"(t) +w?x(t) = 0.

L'EDO s'écrit avec X(t) = (XX,((?)> sous la forme X(t) = AX(t), A= (_(:}2 é) X(t) = (;'((?)>
X'(t) = AX(t), A= (_(202 (1)) sont de la forme

X(t) = P C(_)s(wt) —sin(wt) P-1x,
. sin(wt)  cos(wt)
dont les solutions sont

) et celles de x"(t) + w?x(t) = 0 s'écrivent
X(t) = exp(tA)Xo, Xo € R”.

x(t) = Acos(wt + ) = Aq cos(wt) + Az sin(wt).
La matrice A est de trace nulle, donc dans s/(2, R).

Elles sont toutes périodiques de période 27 /w.
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Exemples en dimension 2 Exemples en dimension 2
Exemples Exemples

En fait le calcul de I'exponentielle e montre que L, . , . ,
P d 3) Trouver la forme générale des solutions de I'EDO scalaire d’ordre n

. X(t) . . cos(wt) %sm(wt) (n) (n—l) B
X(t) = <X/(t)> = exp(tA)Xo = <_w sin(wt)  cos(wt) Xo x\M(t) 4+ ap—1x (t)+ -+ aox(t) =0. (1)
On écrit I'EDO sous la forme X’ = AX et on constate que A est une
e Siw=0 A= (8 (1)) est parabolique (elle est nilpotente), donc matrice compagnon et que son polyndme minimal égal

;LA(T) =T"+ an_lT”_l + -4+ ao.

_ _tA _ 1t . .
X(t) = e”X(0) = (0 1) X(0) Si on factorise 1
r
J— _ \mi
et les solutions de x”(t) = 0 sont de la forme na(T) = H(T Ai)
i=1
x(t) = pt + v. on voit que les solutions de (1) sont des combinaisons linéaires de tPe,
O0<p<m—-11<i<r).
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Variation de la constante Variation de la constante

Sommaire Plan du chapitre 4 Méthode de variation de la constante (1)

On veut résoudre a présent

X'(t) = AX(t) + b(t)
X(0) = Xo

Théoreme (Variation de la constante)
On a pour tout t

t
X(t) = e(t=0)AX, —|—/ e(t=5)4p(s) ds.

to

@ Variation de la constante Démonstration. En effet si on pose Y(t) := e " X(t) on a
Y'(t) = —Ae AX(t) + e A(AX(t) + b(t)) = e ™ b(t).

0
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