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Exercice 1  On suppose que f : R — R est une fonction continue 7'-
périodique et on considere 'EDO

2"(t) + f(t)z(t) = 0. (1)
1) 1l.a) Ecrire I'"équation précédente sous la forme
X'(t) = A()X(t) (2)

ou on précisera la forme de la matrice A(-).

1.b) On note R(t,0) la résolvante du systeme (2). Expliquer pourquoi
R(T,0) € SL(2,R).
2)  On suppose que 'EDO (1) admet une solution x.(-) non bornée et a
croissance au plus polynomiale, c’est-a-dire qu’il existe a,b € R, tels que
pour tout ¢t € R, |z, ()| < alt| + b.

2.a) La matrice R(T',0) peut-elle étre elliptique ?

2.b) La matrice R(T,0) peut-elle étre hyperbolique ?

2.c) Démontrer que ’'EDO (1) admet une solution non nulle qui est 27-
périodique.

Solution — 0

0 1 z(t
1) la OntrouveX’tz( )Xtavecth( >
) la) (t) _F) 0 (t) (t) (1)

1.b) Pour tout ¢t € R, la trace de A(t) est nulle. D’apres le théoréeme de
Liouville on a donc pour tout ¢, det R(¢,0) = 1. La matrice R(T,0) est donc
dans SL(2,R).

2) 2.a) La matrice R(7T,0) ne peut pas étre elliptique. Car sinon toutes les

solutions de (2) seraient bornées, en particulier X,(:) = <§f8>, et z4(+)
(-

serait alors bornée.

2.b) La matrice R(T,0) ne peut pas étre hyperbolique.

Supposons par 'absurde que R(T',0) soit hyperbolique. Elle admet donc
pour valeurs propres A et A™! avec A réel, A # 0. On peut supposer que |\| >



1. Notons v4 € R?\{0} des vecteurs propres associés : R(T,0)vy = Atloy.

Si X, () = <§78> on a

X, (1) = R(t,0) X, (0).

et en décomposant X, (0) = pyvy + p_v_ avec (pu4,p—) # (0,0) (car X
est non nulle) on a

Xo(nT) = R(nT,0)(u vy +p-v-) = R(T, 00" (avs+p-v-) = Nvy 43"

Si on note v+ 1 les composantes suivant la premiere coordonnées de v+ on a
donc
Ty (nT) = )\n’l}_hl + )\_n’l}_71.

Mais d’apres 'hypothese de croissance au plus polynomiale

TN 4 A = ()| < T+ (b

Comme v, et v_ ne sont pas colinéaires, au moins un des deux nombres v4 1
ou v_ 1 est non nul. En faisant tendre n vers 400, ou —o0 on aboutit alors
& une contradiction car A /|n| n’est pas borné (|A| > 1).

2.c) La matrice R(T,0) est donc parabolique. Elle admet une valeur
propre qui est soit 1 soit -1. Si w # 0 est le vecteur propre associé on a donc
soit R(T,0)w = w ou R(T,0)w = —w. Dans tous les cas R(T,0)*w = w et
comme R(2T,0) = R(T,0)? cela donne R(2T,0)w = w. Si on pose X (t) =
R(t,0)w on voit que

X(t +2T) = R(t + 2T, 0)w = R(t + 2T, 2T)R(2T, 0)w = R(t,0)w = X (t).
o x(t)) , ( 0 1> "
Si on écrit X(t) = , comme X'(t) = X(t), onaz"(t) +
O 0= (_pp o) X® ona @)
f(@®)x(t) = 0 et y(t) = 2/(t). La solution z(-) est bien 27-périodique et non
nulle (car X (-) est non nulle; w # 0).

]
Exercice 2 On considere 'EDO
() =ayt) —x(t)d +¢ 3)
y'(t) = —ax(t) —y*(t)cost —y’(t)
ou a et € sont des parametres réels.
1) Ecrire I’équation sous la forme
2(t) = aJz(t) + F(z(t),t¢€) (4)



oflJz(Ol (1)) etoil F:RZx R xR — R2.

2) Démontrer que les solutions de I’équation (3) sont définies pour tout
temps ¢t = 0.
3) Pour zy = (o, y0) on note ¢r™(z) la valeur au temps ¢ de la solution
de l’équation (3) ayant pour condition initiale zy = (zg,yo) au temps tg.
3.a) Rappeler pourquoi le fait que qﬁgﬂ’o(z*) = 2z, est équivalent au fait
que t — ¢1%(z,) est une solution 2m-périodique de (3).
3.b) Si on suppose € = 0, que vaut (bé’O(O) ?
4) Démontrer qu'il existe un voisinage V de 0 dans R?, un ¢y > 0 et une
constante C' tels que pour (z,€) € Vx| — eg, e[, t € [0,27] on a

qﬁi’o(z) =Q(t)z+ G(t)e + K(z,¢,t),

ou
K est de classe C1
maxepo 2r] | K (2, € 1) < C(|2]?* + €%)
Vtel0,2n], 0.K(0,0,t) =0, 0.K(0,0,t)=0
cosat sinat
Q) = (— sinat cos at)
et sia # 0,

1 sin at
G(t) = a ( -1+ cosat> ’

Que vaut Gsia=07
5) Omn suppose a non entier. Démontrer qu’il existe un voisinage W de 0 dans
R tel que pour tout € € W I'équation (3) admet une solution 27-périodique.

Solution -~ 1) On obtient
i G = (% 0) G+ ool )

et si on pose z = <z> et

(G o) =G 0) () (i)
2 (t) = F(2(t),t,¢).

2) 11 suffit d’appliquer le critére de Lyapunov a la fonction V(z,y) = 22 +
y? — R? sur un cercle de rayon R grand. On a

3
ay —x° + € x _ .4 4
<(a$y2COSty3)’<y>>_ (m +y)+q(x,y,t)

3

on a



ot uniformément en t |q(x,y,t)| < C(|z|® + |y|®); donc pour 22 + 3? = R?
grand la quantité précédente est strictement négative.
3)
3.a) Cela est du au fait que z(- — 27) et z(-) sont solutions de la méme
EDO et ont la méme condition initiale. On conclut par le théoréme d’unicité.
3.b) On vérifie que la solution nulle est bien solution de 'EDO si e = 0
et donc gbg’O(O) = 0 pour tout t € R.
4) D’apres le théoreme de dépendance différentiable par rapport aux condi-
tions initiales et aux parametres on sait qu’il existe un voisinage V' de 0 dans
R2, un € > 0 tels que Iapplication

U Vx]—ep e (2,€) — o, %(2) e CL([0, 27], R?)

est de classe C?.
On peut donc écrire

U(z,¢) = ¥(0,0) + 0,¥(0,0) - 2z + 0.U(0,0)e + O(|z|* + €2). (%)
Pour déterminer D1(0,0) - (z,¢) = 2,¥(0,0) - z + 0.V (0,0)e on utilise le
théoreme de linéarisation au voisinage de la solution ¢ — (;56’0(0) qui d’apres
la question 3.b) est nulle : D(0,0) - (z,¢€) est la solution de 'EDO affine
w'(t) = D,F(0,t,0)w(t) + D F(0,t,0)e, w(0) =z

c’est-a-dire
w'(t) = aJw(t) + € (é) ., w(0) ==z

qui vaut si a # 0 (variation de la constante)

t
1
w(t) = ez + j e/ (t=s)¢ ( > ds
0 0
w(t)— cosat sinat z—i—E sin at
~ \—sinat cosat a \ —1+cosat)’

Sia = 0 on trouve
t
w(t) —z+e<0>.

Revenant a (x) on a donc démontré que

soit

¢2%(2) = Q(t)z + G(t)e + K(z,¢,t)
avec K de classe C! en (z,¢,t)

maxye(o 2r] [ K (2, €, 1)| < C(|z]* + |¢]?) (C est une constante > 0)
Vite[0,27], DpoK(0,0,t) =0

4



etsia#0

Q(t):<cosat sinat>, G(t):%< sin at )

—sinat cosat —1 4+ cosat

5) D’apres la question 3.a) z(-) est 2m-périodique si et seulement si on a
z(2m) = z(0). D’apres la question 4) ceci est équivalent a

0=(Q(2mr) — I)z(0) + G(2m)e + K (2(0), €, 2m).

On applique le théoreme des fonctions implicites & la fonction de classe O
H(z,e) = (Q(2m) — 1)z + G(2m)e + K (z,€,2m).

- _ [ cos(2ma) sin(2ma)\ -

Comme H(0,0) =0et D,H(0,0) = < sin(27a) cos(2ma) I (on utilise

le fait que 0,K(0,0,27) = 0) est bien inversible (a ¢ Z), on déduit du TFI
qu’il existe e > 0 et | — €1, €1[3 € — 2. € R? de classe C! telle que

H(zc,¢€) = 0.
Si on pose z(t) = ¢"°(z) on a bien
0= (Q(27m) —1)z(0) + G(2m)e + K (2c(0), €, 2m)

et donc z¢() est 2m-périodique.

FIN



