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Exercice 1 1) Déterminer les solution de I'’équation différentielle scalaire

Z(t) —4x(t) + 4z(t) = 0
z(0) =0,
z(0) = 1.

2) Soit f : R — R une fonction continue. Déterminer les solutions de
I’équation différentielle scalaire

E(t) — 4a(t) + 4x(t) = f(t)
z(0) =0,
z(0) = 1.

[On pourra utiliser la formule de variation de la constante.]

Exercice 2 On considere le systeme d’équations différentielles

L z(t)y(t)?

v = =)+ T T g (1)
T 2

y'(t) = —yt) — 7 xg?yfz)/(t)?

1) Démontrer que toute solution ¢ — (z(t),y(t)) de (1) est définie pour tout
temps t € R.

2) Démontrer que 0 est asymtpotiquement stable quand ¢ — o0 : toute
solution t — (z(t),y(t)) de (1) vérifie

lim max(fe(0)] [y(8)]) = 0.

t—0

[On pourra calculer 4 (z(t)? + y(t)?).]



Exercice 3

1) 1.a) On suppose que a > 0 et b > 0 sont des réels et que M : R — R est
une fonction de classe C! et vérifie

{ V=0, M(t)<aM(t)+b

Démontrer que

[On pourra dériver la quantité e~ M (t).]
1.b) En déduire que si m : R — R continue vérifie

t
Vi=0, m(t) < aj m(s)ds + b
0

on a
Vi=0, mt) <be™.

1.c) On suppose que Y : R — R™ est solution de
Y/(t) = A@)Y (t) + g(t)
ot Ae COR, M(n,R)), ge CO(R,R").

Démontrer que

sup |V (t)] < e Preton 40 (IIY<0>|| + sup g<t>||>'
te[0,1] te[0,1]

(Si M est une matrice de M(n,R) on a noté |M| sa norme d’opérateur
[ M| = supyerm oy [Mv]/]v]].)

2) On consideére le probleme de Cauchy
X'(t) = (A+eF(t)X(t), X(0) =w. (2)

ot Ae M(n,R), Fe C°(R,M(n,R)), ve R" et e € R.
2.a) Rappeler pourquoi (2) admet une solution unique X (€)(-) définie sur R
tout entier.

2.b) On définit X et X; solutions respectives de
X{(t) = AXo(t), Xo=v

X{(t) = AXl(t) + F(t)Xo(t), Xl(O) =0



et on pose
Ye(t) = X9(t) — Xo(t) — eX(t).

Démontrer que Y, vérifie 'EDO

V() = (A + eF(1)Ye(t) + € F(1) Xa ().

2.c) En utilisant les résultats de la question 1) démontrer qu’il existe une
constante C' = 0 telle que pour tout € € [—1,1]

sup |Ye(t)| < Ce?
te[0,1]

c’est-a-dire

XOt) = Xo(t) + eX1(t) + O(e2).

3) On considere 'EDO

X'(t) = <<2(; _§”> + e cos?(2nt) <é (D)X(t). (3)

3.a) En utilisant les résultats de la question 2) démontrer que si X()(-) est
la solution de (3) telle que X(9(0) = v on a

XO(1) = (1 +¢/2)v+ O(Y).
3.b) On note R((t,0) la résolvante de (3). Démontrer que

R.(1,0) = (1 4+ ¢/2)I + O(é?).
3.c) Discuter la stabilité et la stabilité asymptotique en t — 00 de 'EDO
(3) en fonction de e.
Exercice 4 Soit a : R x R — R une fonction de classe C! telle que

(i) V(t,x)eRxR, a(t+1,2)=altx)

oa

(ii) K:= sup
(t,x)eR?

(t,2)] < 1/2.

X

On définit E Despace des fonctions z : R — R de classe C° qui sont
1-périodiques (i.e. Vt e R, z(t +1) = z(t)) et on munit £ de la norme du
sup :

o] = supa(t)] = sup | (D).
teR te[0,1]

1) Démontrer que (E,| - |) est un espace de Banach.



2) 2.a) On suppose que f € E. Démontrer que pour tout t € R

t+1 1
t f(s)ds = L f(s)ds.

2.b) On note ® 'application qui & une fonction z(-) de E associe la fonction
y = ®(z) définie par

VteR, ®(x)(t)=y(t) = Jta(s,x(s))ds - <r a(s,x(s))ds)t.

0 0

Démontrer que ¢ envoie F dans F.

[On vérifiera au préalable que si z(-) est 1-périodique la fonction s —
a(s,z(s)) est également 1-périodique.]
3) Démontrer que ® admet un unique point fixe dans FE.

)
4) En utilisant la question précédente, démontrer qu'’il existe m € R tel que
"EDO

—_

2'(t) = a(t,z(t)) —m
admet une solution 1-périodique.

5) Démontrer qu’il existe une application R 3 A — m(A) € R continue telle
que pour tout A € R 'EDO

z(t)”

2’ (t) = cos(2mt) + In(1 + \? + : 9 ) —m(A)

admet une solution 1-périodique.

[On vérifiera dans un premier temps que la fonction ay (¢, z) = cos(27t) +
In(1+ A\ + %2) vérifie les conditions (i) et (ii) du début de l'exercice.]
6)* Démontrer qu'’il existe une application R 3 A — m()\) € R de classe C*
telle que pour tout A € R 'EDO

z(t)”

2’ (t) = cos(2mt) + In(1 + A + : 9 ) —m(A)

admet une solution 1-périodique.

FIN



