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Exercice 1 1) Déterminer les solution de l’équation différentielle scalaire
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’

%

:xptq ´ 4 9xptq ` 4xptq “ 0

xp0q “ 0,

9xp0q “ 1.

2) Soit f : R Ñ R une fonction continue. Déterminer les solutions de
l’équation différentielle scalaire

$

’

&

’

%

:xptq ´ 4 9xptq ` 4xptq “ fptq

xp0q “ 0,

9xp0q “ 1.

[On pourra utiliser la formule de variation de la constante.]

Exercice 2 On considère le système d’équations différentielles

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x1ptq “ ´xptq `
xptqyptq2

1 ` xptq2 ` yptq2

y1ptq “ ´yptq ´
xptq2yptq

1 ` xptq2 ` yptq2
.

(1)

1) Démontrer que toute solution t ÞÑ pxptq, yptqq de (1) est définie pour tout
temps t P R.

2) Démontrer que 0 est asymtpotiquement stable quand t Ñ 8 : toute
solution t ÞÑ pxptq, yptqq de (1) vérifie

lim
tÑ8

maxp|xptq|, |yptq|q “ 0.

[On pourra calculer d
dt

pxptq2 ` yptq2q.]
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Exercice 3

1) 1.a) On suppose que a ą 0 et b ě 0 sont des réels et que M : R Ñ R est
une fonction de classe C1 et vérifie

#

@ t ě 0, M 1ptq ď aMptq ` b

Mp0q “ 0.

Démontrer que

@ t ě 0, Mptq ď b
eat ´ 1

a
et M 1ptq ď beat.

[On pourra dériver la quantité e´atMptq.]

1.b) En déduire que si m : R Ñ R continue vérifie

@ t ě 0, mptq ď a

ż t

0

mpsqds ` b

on a
@ t ě 0, mptq ď beat.

1.c) On suppose que Y : R Ñ R
n est solution de

Y 1ptq “ AptqY ptq ` gptq

où A P C0pR,Mpn,Rqq, g P C0pR,Rnq.
Démontrer que

sup
tPr0,1s

}Y ptq} ď esuptPr0,1s }Aptq}

ˆ

}Y p0q} ` sup
tPr0,1s

}gptq}

˙

.

(Si M est une matrice de Mpn,Rq on a noté }M} sa norme d’opérateur
}M} “ supvPRnzt0u }Mv}{}v}.)

2) On considère le problème de Cauchy

X 1ptq “ pA ` ǫF ptqqXptq, Xp0q “ v. (2)

où A P Mpn,Rq, F P C0pR,Mpn,Rqq, v P R
n et ǫ P R.

2.a) Rappeler pourquoi (2) admet une solution unique Xpǫqp¨q définie sur R
tout entier.

2.b) On définit X0 et X1 solutions respectives de

X 1
0ptq “ AX0ptq, X0 “ v

X 1
1ptq “ AX1ptq ` F ptqX0ptq, X1p0q “ 0
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et on pose
Yǫptq “ Xpǫqptq ´ X0ptq ´ ǫX1ptq.

Démontrer que Yǫ vérifie l’EDO

Y 1
ǫ ptq “ pA ` ǫF ptqqYǫptq ` ǫ2F ptqX1ptq.

2.c) En utilisant les résultats de la question 1) démontrer qu’il existe une
constante C ě 0 telle que pour tout ǫ P r´1, 1s

sup
tPr0,1s

}Yǫptq} ď Cǫ2

c’est-à-dire
Xpǫqptq “ X0ptq ` ǫX1ptq ` Opǫ2q.

3) On considère l’EDO

X 1ptq “

ˆˆ

0 ´2π
2π 0

˙

` ǫ cos2p2πtq

ˆ

1 0
0 1

˙˙

Xptq. (3)

3.a) En utilisant les résultats de la question 2) démontrer que si Xpǫqp¨q est
la solution de (3) telle que Xpǫqp0q “ v on a

Xpǫqp1q “ p1 ` ǫ{2qv ` Opǫ2q.

3.b) On note Rǫpt, 0q la résolvante de (3). Démontrer que

Rǫp1, 0q “ p1 ` ǫ{2qI ` Opǫ2q.

3.c) Discuter la stabilité et la stabilité asymptotique en t Ñ ˘8 de l’EDO
(3) en fonction de ǫ.

Exercice 4 Soit a : R ˆ R Ñ R une fonction de classe C1 telle que

$

’

&

’

%

piq @ pt, xq P R ˆ R, apt ` 1, xq “ apt, xq

piiq κ :“ sup
pt,xqPR2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ba

Bx
pt, xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1{2.

On définit E l’espace des fonctions x : R Ñ R de classe C0 qui sont
1-périodiques (i.e. @ t P R, xpt ` 1q “ xptq) et on munit E de la norme du
sup :

}x} “ sup
tPR

|xptq| “ sup
tPr0,1s

|xptq|.

1) Démontrer que pE, } ¨ }q est un espace de Banach.
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2) 2.a) On suppose que f P E. Démontrer que pour tout t P R

ż t`1

t

fpsqds “

ż 1

0

fpsqds.

2.b) On note Φ l’application qui à une fonction xp¨q de E associe la fonction
y “ Φpxq définie par

@ t P R, Φpxqptq “ yptq “

ż t

0

aps, xpsqqds ´

ˆ
ż 1

0

aps, xpsqqds

˙

t.

Démontrer que Φ envoie E dans E.
[On vérifiera au préalable que si xp¨q est 1-périodique la fonction s ÞÑ

aps, xpsqq est également 1-périodique.]

3) Démontrer que Φ admet un unique point fixe dans E.

4) En utilisant la question précédente, démontrer qu’il existe m P R tel que
l’EDO

x1ptq “ apt, xptqq ´ m

admet une solution 1-périodique.

5) Démontrer qu’il existe une application R Q λ ÞÑ mpλq P R continue telle
que pour tout λ P R l’EDO

x1ptq “ cosp2πtq ` lnp1 ` λ2 `
xptq2

9
q ´ mpλq

admet une solution 1-périodique.
[On vérifiera dans un premier temps que la fonction aλpt, xq “ cosp2πtq`

lnp1 ` λ2 ` x2

9
q vérifie les conditions (i) et (ii) du début de l’exercice.]

6)* Démontrer qu’il existe une application R Q λ ÞÑ mpλq P R de classe C1

telle que pour tout λ P R l’EDO

x1ptq “ cosp2πtq ` lnp1 ` λ2 `
xptq2

9
q ´ mpλq

admet une solution 1-périodique.

FIN
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