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Exercice 1 1) Déterminer les solution de l’équation différentielle scalaire

$

’

&

’

%

:xptq ´ 4 9xptq ` 4xptq “ 0

xp0q “ 0,

9xp0q “ 1.

2) Soit f : R Ñ R une fonction continue. Déterminer les solutions de
l’équation différentielle scalaire

$

’

&

’

%

:xptq ´ 4 9xptq ` 4xptq “ fptq

xp0q “ 0,

9xp0q “ 1.

[On pourra utiliser la formule de variation de la constante.]

Solution – 1) Le polynôme x2 ´ 4x ` 4 égale px ´ 2q2 donc les solutions

sont de la forme
xptq “ pat ` bqe2t.

Pour déterminer a et b on utilise les conditions initiales :

xp0q “ b, 9xp0q “ a ` 2b

d’où b “ 0, a “ 1 et
xptq “ te2t.

2) On utilise la méthode de variation de la constante. On écrit

d

dt

ˆ

x

9x

˙

“

ˆ

0 1
´4 4

˙ ˆ

x

9x

˙

`

ˆ

0
fptq

˙

.

La résolvante de
d

dt

ˆ

x

9x

˙

“

ˆ

0 1
´4 4

˙ ˆ

x

9x

˙
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est donnée par

Rpt, sq “ exp

ˆ

pt ´ sq

ˆ

0 1
´4 4

˙˙

.

La matrice A “

ˆ

0 1
´4 4

˙

est une matrice compagnon et son polynôme

minimal est égal à son polynôme caractéristique qui lui-même est égal à
pT ´ 2q2. Elle s’écrit donc sous la forme S ` N où

S “ P diagp2, 2qP´1 “ 2I

et

N “ A ´ I “

ˆ

´2 1
´4 2

˙

est nilpotente d’ordre 2. On a donc

Rpt, sq “ exp

ˆ

pt ´ sq

ˆ

0 1
´4 4

˙˙

“ ept´sq2Iept´sqN

“ e2pt´sqpI ` pt ´ sqNq

“ e2pt´sq

ˆ

1 ´ 2pt ´ sq t ´ s

´4pt ´ sq 1 ` 2pt ´ sq

˙

.

D’après la formule de variation de la constante

ˆ

xptq
9xptq

˙

“ Rpt, 0q

ˆ

0
1

˙

`

ż t

0

Rpt, sq

ˆ

0
fpsq

˙

ds

“ e2t
ˆ

1 ´ 2t t

´4t 1 ` 2t

˙ ˆ

0
1

˙

`

ż 1

0

e2pt´sq

ˆ

1 ´ 2pt ´ sq t ´ s

´4pt ´ sq 1 ` 2pt ´ sq

˙ ˆ

0
fpsq

˙

ds

si bien que

xptq “ te2t `

ż t

0

e2pt´sqpt ´ sqfpsqds.

l

Exercice 2 On considère le système d’équations différentielles
$

’

’

’

&

’

’

’

%

x1ptq “ ´xptq `
xptqyptq2

1 ` xptq2 ` yptq2

y1ptq “ ´yptq ´
xptq2yptq

1 ` xptq2 ` yptq2
.

(1)

1) Démontrer que toute solution t ÞÑ pxptq, yptqq de (1) est définie pour tout
temps t P R.
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2) Démontrer que 0 est asymtpotiquement stable quand t Ñ 8 : toute
solution t ÞÑ pxptq, yptqq de (1) vérifie

lim
tÑ8

maxp|xptq|, |yptq|q “ 0.

[On pourra calculer d
dt

pxptq2 ` yptq2q.]

Solution –

1) Posons

fpx, yq “ p´x `
xy2

1 ` x2 ` y2
,´y ´

x2y

1 ` x2 ` y2
q.

On voit que

}fpx, yq} ď cste ˆ p|x| ` |y| ` |x|
y2

1 ` y2
` |y|

x2

1 ` x2
q

donc
}fpx, yq} ď cste ˆ }px, yq}.

La fonction f est à croissance au plus linéaire et d’après le cours les solutions
de (1) sont définies pour tout temps.

2) On a

d

dt
pxptq2 ` yptq2q “ 2xptqx1ptq ` 2yptqy1ptq

“ ´2pxptq2 ` yptq2q.

Si on pose rptq “ xptq2 ` yptq2 on a donc

r1ptq “ ´2rptq

et donc
rptq “ e´2trp0q.

On a ainsi
lim
tÑ8

rptq “ 0

ce qui implique
lim
tÑ8

maxp|xptq|, |yptq|q “ 0.

l

Exercice 3

1) 1.a) On suppose que a ą 0 et b ě 0 sont des réels et que M : R Ñ R est
une fonction de classe C1 et vérifie

#

@ t ě 0, M 1ptq ď aMptq ` b

Mp0q “ 0.
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Démontrer que

@ t ě 0, Mptq ď b
eat ´ 1

a
et M 1ptq ď beat.

[On pourra dériver la quantité e´atMptq.]

1.b) En déduire que si m : R Ñ R continue vérifie

@ t ě 0, mptq ď a

ż t

0

mpsqds ` b

on a
@ t ě 0, mptq ď beat.

1.c) On suppose que Y : R Ñ R
n est solution de

Y 1ptq “ AptqY ptq ` gptq

où A P C0pR,Mpn,Rqq, g P C0pR,Rnq.
Démontrer que

sup
tPr0,1s

}Y ptq} ď esuptPr0,1s }Aptq}

ˆ

}Y p0q} ` sup
tPr0,1s

}gptq}

˙

.

(Si M est une matrice de Mpn,Rq on a noté }M} sa norme d’opérateur
}M} “ supvPRnzt0u }Mv}{}v}.)

2) On considère le problème de Cauchy

X 1ptq “ pA ` ǫF ptqqXptq, Xp0q “ v. (2)

où A P Mpn,Rq, F P C0pR,Mpn,Rqq, v P R
n et ǫ P R.

2.a) Rappeler pourquoi (2) admet une solution unique Xpǫqp¨q définie sur R
tout entier.

2.b) On définit X0 et X1 solutions respectives de

X 1
0ptq “ AX0ptq, X0 “ v

X 1
1ptq “ AX1ptq ` F ptqX0ptq, X1p0q “ 0

et on pose
Yǫptq “ Xpǫqptq ´ X0ptq ´ ǫX1ptq.

Démontrer que Yǫ vérifie l’EDO

Y 1
ǫ ptq “ pA ` ǫF ptqqYǫptq ` ǫ2F ptqY1ptq.
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2.c) En utilisant les résultats de la question 1) démontrer qu’il existe une
constante C ě 0 telle que pour tout ǫ P r´1, 1s

sup
tPr0,1s

}Yǫptq} ď Cǫ2

c’est-à-dire
Xpǫqptq “ X0ptq ` ǫX1ptq ` Opǫ2q.

3) On considère l’EDO

X 1ptq “

ˆˆ

0 ´2π
2π 0

˙

` ǫ cos2p2πtq

ˆ

1 0
0 1

˙˙

Xptq. (3)

3.a) En utilisant les résultats de la question 2) démontrer que si Xpǫqp¨q est
la solution de (3) telle que Xpǫqp0q “ v on a

Xpǫqp1q “ p1 ` ǫ{2qv ` Opǫ2q.

3.b) On note Rǫpt, 0q la résolvante de (3). Démontrer que

Rǫp1, 0q “ p1 ` ǫ{2qI ` Opǫ2q.

3.c) Discuter la stabilité et la stabilité asymptotique en t Ñ ˘8 de l’EDO
(3) en fonction de ǫ.

Solution –

1) 1.a) On a

pe´atMptqq1 “ e´atpM 1ptq ´ aMptqq ď be´at

et en intégrant entre 0 et t (on a supposé Mp0q “ 0)

e´atMptq ď b

ż t

0

e´asds “ br´e´as{ast0 “ bp1 ´ e´atq{a

d’où
Mptq ď pb{aqpeat ´ 1q.

Comme M 1ptq ď aMptq ` b on obtient aussi

M 1ptq ď apb{aqpeat ´ 1q ` b ď beat.

1.b) On applique la question précédente à Mptq “
şt

0
mpsqds pour obtenir

M 1ptq ď aMptq ` b

et donc
mptq “ M 1ptq ď beat.
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1.c) On a

Y ptq “ Y p0q `

ż t

0

Apsqypsqds `

ż t

0

gpsqds

et donc

}Y ptq} ď

ż t

0

}Apsq}}Y psq}ds ` p}Y p0q} `

ż t

0

}gpsq}ds.

Si on pose

mptq “ }Y ptq}, a “ sup
sPr0,1s

}Apsq}, b “ }Y p0q} ` sup
sPr0,1s

}gpsq}

on a pour t P r0, 1s

mptq ď a

ż t

0

mpsqds ` b

et donc d’après la question précédente

mptq ď beat ď bea.

2) 2.a) C’est du cours. Il s’agit d’une EDO affine.

2.b) On a

Y 1
ǫ ptq “ pXpǫqq1ptq ´ X 1

0ptq ´ ǫX 1
1ptq

“ pA ` ǫF ptqqpX0ptq ` ǫX1ptq ` Yǫptqq ´ AX0ptq ´ ǫpAX1ptq ` F ptqX0ptqq

“ pA ` ǫF ptqqYǫptq ` ǫ2F ptqX1ptq.

2.c) D’après 1.c) on a

sup
tPr0,1s

}Y ptq} ď esuptPr0,1s }A`ǫF ptq}

ˆ

}Yǫp0q} ` sup
tPr0,1s

ǫ2}F ptqX1ptq}

˙

.

On constate que

Yǫp0q “ Xpǫqp0q ´ X0p0q ´ ǫX1p0q “ v ´ v ´ ǫ ˆ 0 “ 0

si bien que pour |ǫ| ď 1
sup
tPr0,1s

}Yǫptq} ď Cǫ2

où on a posé

C “ e}A}`suptPr0,1s }F ptq} sup
tPr0,1s

}F ptqX1ptq}.
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3) 3.a) On pose

A “

ˆ

0 ´2π
2π 0

˙

, F ptq “ cos2p2πtqI

et on introduit X0 et X1 solutions respectives de

X 1
0ptq “ AX0ptq, X0 “ v

X 1
1ptq “ AX1ptq ` F ptqX0ptq, X1p0q “ 0.

On obtient

X0ptq “ etAv “

ˆ

cosp2πtq ´ sinp2πtq
sinp2πtq cosp2πtq

˙

v

et par la formule de variation de la constante

X1ptq “

ż t

0

ˆ

cosp2πpt ´ sqq ´ sinp2πpt ´ sqq
sinp2πpt ´ sqq cosp2πpt ´ sqq

˙

cos2p2πsq

ˆ

cosp2πsq ´ sinp2πsq
sinp2πsq cosp2πsq

˙

vds

“

ˆ

cosp2πtq ´ sinp2πtq
sinp2πtq cosp2πtq

˙
ż 1

0

cos2p2πsqds v

“ p1{2q

ˆ

cosp2πtq ´ sinp2πtq
sinp2πtq cosp2πtq

˙

v.

Par conséquent,
Xpǫqp1q “ X0p1q ` ǫX1p1q ` Opǫ2q

soit
Xpǫqp1q “ v ` pǫ{2qv ` Opǫ2q.

3.b) Si on choisit v “

ˆ

1
0

˙

et v “

ˆ

0
1

˙

on voit que

Rǫp1, 0q

ˆ

1
0

˙

“

ˆ

1 ` ǫ{2
0

˙

` Opǫ2q, Rǫp1, 0q

ˆ

0
1

˙

“

ˆ

0
1 ` ǫ{2

˙

` Opǫ2q

et donc

Rǫp1, 0q “

ˆ

1 ` ǫ{2 0
0 1 ` ǫ{2

˙

` Opǫ2q.

3.c) On peut écrire

Rǫp1, 0q “

ˆ

1 ` ǫ{2 ` Opǫ2q Opǫ2q
Opǫ2q 1 ` ǫ{2 ` Opǫ2q

˙

.

Les valeurs propres de Rǫp1, 0q sont donc racines de

T 2 ´ p2 ` ǫ ` Opǫ2qqT ´ p1 ` ǫ ` Opǫ2qq “ 0

donc de la forme
1 ` ǫ{2 ` Opǫ2q

où Opǫ2q peut être réel ou complexe. Leurs parties réelles sont donc de la
forme 1 ` ǫ{2 ` Opǫ2q.
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– Si ǫ ą 0 est suffisamment petit 1` ǫ{2`Opǫ2q ą 0. L’origine est donc
instable quand t Ñ 8, mais asymptotiquement stable quand t Ñ ´8.

– Si ǫ ă 0 est suffisamment petit 1` ǫ{2`Opǫ2q ă 0. L’origine est donc
instable quand t Ñ ´8, mais asymptotiquement stable quand t Ñ 8.

– Si ǫ “ 0, on voit que Rǫp1, 0q est la matrice identité (A ` ǫF “ A)
donc le système est stable (en ˘8) mais pas asymptotiquement stable
(ni en `8 ni en ´8).

l

Exercice 4 Soit a : R ˆ R Ñ R une fonction de classe C1 telle que
$

’

&

’

%

piq @ pt, xq P R ˆ R, apt ` 1, xq “ apt, xq

piiq κ :“ sup
pt,xqPR2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ba

Bx
pt, xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1{2.

On définit E l’espace des fonctions x : R Ñ R de classe C0 qui sont
1-périodiques (i.e. @ t P R, xpt ` 1q “ xptq) et on munit E de la norme du
sup :

}x} “ sup
tPR

|xptq| “ sup
tPr0,1s

|xptq|.

1) Démontrer que pE, } ¨ }q est un espace de Banach.

2) 2.a) On suppose que f P E. Démontrer que pour tout t P R

ż t`1

t

fpsqds “

ż 1

0

fpsqds.

2.b) On note Φ l’application qui à une fonction xp¨q de E associe la fonction
y “ Φpxq définie par

@ t P R, Φpxqptq “ yptq “

ż t

0

aps, xpsqqds ´

ˆ
ż 1

0

aps, xpsqqds

˙

t.

Démontrer que Φ envoie E dans E.
[On vérifiera au préalable que si xp¨q est 1-périodique la fonction s ÞÑ

aps, xpsqq est également 1-périodique.]

3) Démontrer que Φ admet un unique point fixe dans E.

4) En utilisant la question précédente, démontrer qu’il existe m P R tel que
l’EDO

x1ptq “ apt, xptqq ´ m

admet une solution 1-périodique.

5) Démontrer qu’il existe une application R Q λ ÞÑ mpλq P R continue telle
que pour tout λ P R l’EDO

x1ptq “ cosp2πtq ` lnp1 ` λ2 `
xptq2

9
q ´ mpλq
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admet une solution 1-périodique.
[On vérifiera dans un premier temps que la fonction aλpt, xq “ cosp2πtq`

lnp1 ` λ2 ` xptq2

9
q vérifie les conditions (i) et (ii) du début de l’exercice.]

6)* Démontrer qu’il existe une application R Q λ ÞÑ mpλq P R de classe C1

telle que pour tout λ P R l’EDO

x1ptq “ cosp2πtq ` lnp1 ` λ2 `
xptq2

9
q ´ mpλq

admet une solution 1-périodique.

Solution –

1) Il suffit de vérifier que E est fermé dans C0pR,Rq qui, muni de la norme
du sup, est un Banach : si xnp¨q est une suite de fonctions continues 1-
périodiques convergeant uniformément sur R vers xp¨q alors xp¨q est également
continue et 1-périodique.

2) 2.a) La fonction t ÞÑ
şt`1

t
fpsqds “

şt`1

0
fpsqds ´

şt

0
fpsqds est constante

car sa dérivée vaut fpt ` 1q ´ fptq qui est identiquement nulle (f est 1-
périodique).

2.b) Le fait que la fonction y “ Φpxq est continue est clair. Démontrons
qu’elle est 1-périodique. Pour cela on observe que

f : s ÞÑ aps, xpsqq

est 1-périodique puisque

aps ` 1, xps ` 1qq “ aps, xps ` 1qq “ aps, xpsqq.

D’après 2.a), on a donc pour tout t P R

ż t`1

t

aps, xpsqqds “

ż 1

0

aps, xpsqqds.

Mais comme

ypt ` 1q ´ yptq “

ż t`1

t

aps, xpsqqds ´

ż 1

0

aps, xpsqqds,

on voit que ypt ` 1q ´ yptq “ 0, c’est-à-dire yp¨q est 1-périodique.

3) On pense à utiliser le théorème du point fixe de Picard à Φ : E Ñ E.
Pour cela, il suffit de démontrer que Φ est contractante (on sait d’après 2.b)
que Φ envoie le Banach pE, } ¨ }q dans lui-même).

Soient x1, x2 P E ; on a

Φpx1qptq ´ Φpx2qptq “

ż t

0

ˆ

aps, x1psqq ´ aps, x2psqq

˙

ds`

ˆ
ż 1

0

ˆ

aps, x1psqq ´ aps, x2psqq

˙

ds

˙

t. (4)
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En utilisant l’inégalité des accroissements finis, on voit que pour tout t P R

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˆ

aps, x1psqq ´ aps, x2psqq

˙

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

aps, x1psqq ´ aps, x2psqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ds

ď

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sup
yPR

Ba

Bx
ps, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ |x1psq ´ x2psq|ds

ď t ˆ κ ˆ }x1 ´ x2}

et donc pour tout t P r0, 1s on a par l’inégalité triangulaire appliquée à (4)

|Φpx1qptq ´ Φpx2qptq| ď 2κ}x1 ´ x2}.

Cela montre que

}Φpx1q ´ Φpx2q} “ sup
tPr0,1s

|Φpx1qptq ´ Φpx2qptq| ď 2κ}x1 ´ x2}.

Comme par hypothèse 2κ ă 1, l’application Φ est contractante.
Elle admet donc un (unique) point fixe xp¨q dans E.

4) Si xp¨q est ce point fixe

@ t P R, xptq “

ż t

0

aps, xpsqqds ´

ˆ
ż 1

0

aps, xpsqqds

˙

t.

La formule montre que la fonction xp¨q est en fait C1 et en dérivant par
rapport à t on voit que

x1ptq “ apt, xptqq ´

ż 1

0

aps, xpsqqds.

Il suffit de poser

m “

ż 1

0

aps, xpsqqds

5) On pose

aλpt, xq “ apλ, t, xq “ cosp2πtq ` lnp1 ` λ2 `
x2

9
q

et on constate que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ba

Bx
pλ, t, xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p2{9qx

1 ` λ2 ` x2

9

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2|x|

9 ` x2

ď 1{3 (5)
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car x2 ` 9 ´ 6|x| “ p|x| ´ 3q2 ě 0.
Comme 1{3 ă 1{2 on voit que pour tout λ fixé les hypothèses piq et piiq

du début de l’exercice sont satisfaites par aλ.
Notons Φλ : E Ñ E l’application définie comme dans la question 2.b)

avec aλ à la place de a. On va

1. Appliquer le théorème du point fixe à paramètre version C0 à Φλ pour
obtenir une fonction xλ P E telle que Φλpxλq “ xλ.

2. Procéder comme dans la question 4) pour obtenir que xλ est solution
de l’EDO

x1
λptq “ aλpt, xλptqq ´ mpλq

où

mpλq “

ż 1

0

aλps, xλpsqqds.

Comme xλ dépend C0 de λ et que a est C0 il en sera de même de
λ ÞÑ mpλq.

Montrons déjà que R ˆ E Q pλ, xq ÞÑ Φλpxq P E est continue .
On a

Φλpxq “

ˆ

t ÞÑ

ż t

0

apλ, s, xpsqqds ´

ˆ
ż 1

0

apλ, s, xpsqqds

˙

t

˙

et on voit que si xn P E converge uniformément vers x et λn P R converge
vers λ P R alors s ÞÑ apλn, s, xnpsqq converge uniformément sur r0, 1s vers
apλ, s, xpsqq (cela résulte de l’uniforme continuité de a sur tout compact). En
conséquence, la suite de fonctions r0, 1s Q t ÞÑ

şt

0
apλn, s, xnpsqqds converge

uniformément sur r0, 1s vers r0, 1s Q t ÞÑ
şt

0
apλ, s, xpsqqds et de la même

manière la suite de fonctions r0, 1s Q t ÞÑ t
ş1

0
apλn, s, xnpsqqds converge uni-

formément sur r0, 1s vers r0, 1s Q t ÞÑ t
ş1

0
apλ, s, xpsqqds. Par conséquent

Φλn
pxnq converge uniformément vers Φλpxq.
L’inégalité (5) montre comme dans la question 3) que Φλ est 2{3 contrac-

tante et on peut donc appliquer le théorème du point fixe à paramètre (ver-
sion C0). Il existe ainsi E Q λ ÞÑ xλ P E continue telle que

xλ “ Φλpxλq

c’est-à-dire

@ t P R, xλptq “

ż t

0

aλps, xλpsqqds ´

ˆ
ż 1

0

aλps, xλpsqqds

˙

t.

Le théorème de dépendance continue dans les intégrales montre que

λ ÞÑ mpλq :“

ˆ
ż 1

0

aλps, xλpsqqds

˙

11



est continue et en dérivant en t

x1
λptq “ aλpt, xλptqq ´ mpλq.

Comme xλ P E elle est 1-périodique.

6) On va à présent appliquer le théorème du point fixe version C1.
Montrons déjà que R ˆ E Q pλ, xq ÞÑ Φλpxq P E est C1. Pour cela il faut

vérifier qu’elle est dérivable et que sa dérivée est continue.
Comme a est de classe C1 on peut écrire pour x, h P R

apλ, s, x ` hq “ apλ, s, xq `

ż x`h

x

Bxapλ, s, uqdu

“ apλ, s, xq `

ż 1

0

Bxapλ, s, x ` vhqhdv

où pour obtenir la dernière ligne on a fait un changement de variable. On a
donc

apλ, s, x ` hq “ apλ, s, xq `

ż 1

0

Bxapλ, s, x ` vhqhdv

“ apλ, s, xq ` Bxapλ, s, xqh ` ǫpλ, s, x, hq ˆ h.

où

ǫpλ, s, x, hq “

ż 1

0

pBxapλ, s, x ` vhq ´ Bxapλ, s, xqqdv.

Comme pλ, s, yq ÞÑ Bxapλ, s, yq est continue, pour tout compact K Ă R
3 il

existe une fonction h ÞÑ ǫKphq qui tend vers 0 avec h

lim
hÑ0

ǫKphq “ 0

telle que
@ pλ, s, xq P K, |ǫpλ, s, x, hq| ď ǫKphq.

On peut donc écrire pour tout pλ, s, xq P K

|apλ, s, x ` hq ´ apλ, s, xq ´ Bxapλ, s, xqh| ď |h|ǫKphq.

Soient à présent λ P R et xp¨q P E fixés. Posons

K “ rλ ´ 1, λ ` 1s ˆ r0, 1s ˆ xpRq

“ rλ ´ 1, λ ` 1s ˆ r0, 1s ˆ xpr0, 1sq

car xp¨q est 1-périodique. Comme xpr0, 1sq est l’image d’un compact par une
application continue, il est compact et K qui est un produit de compacts
est également compact.
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Fixons à présent xp¨q P E et considérons hp¨q P E. Pour tout s P r0, 1s on a
alors

|apλ, s, xpsq ` hpsqq ´ apλ, s, xpsqq ´ Bxapλ, s, xpsqqhpsq| ď |hpsq|ǫKphpsqq.

En intégrant par rapport à s on obtient

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

apλ, s, xpsq ` hpsqqds ´

ż t

0

apλ, s, xpsqqds

´

ż t

0

Bxapλ, s, xpsqqhpsqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż t

0

|hpsq||ǫKphpsqq|ds.

Cette inégalité vaut en particulier pour t “ 1 et tout t P r0, 1s si bien qu’en
se rappelant la définition de Φλ on obtient

}Φλpx ` hq ´ Φλpxq ´ Lpxq ¨ h} “ sup
tPr0,1s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

Φλpx ` hq ´ Φλpxq ´ Lpxq ¨ h

˙

ptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2}h}ǫ̃Kphq

où on a posé

Lpxq ¨ h “

ˆ

t ÞÑ

ż t

0

Bxapλ, s, xpsqqhpsqds ´ t

ż 1

0

Bxapλ, s, xpsqqhpsqds

˙

ǫ̃Kphq “

ż t

0

|ǫKphpsqq|ds.

Il est facile de vérifier que
L : E ÞÑ E

est une application linéaire continue car elle est bornée :

}Lpxq ¨ h} ď p2{3q}h}

(on a utilisé (5)) et que
lim

EQhÑ0
ǫ̃Kphq “ 0.

Nous avons donc bien démontré que pour λ P R fixé, x ÞÑ Φλpxq est dérivable
en tout point x de E et

DxΦλpxq ¨ h “ Lpxq ¨ h.

L’application E Q x ÞÑ Lpxq P LcpE,Eq est également continue donc Φλ est
C1 par rapport à x. On démontrerait de la même manière (c’est plus facile)
que pour tout x fixé λ ÞÑ Φλpxq est C1. Ainsi,

R ˆ E Q pλ, xq ÞÑ Φλpxq P E
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est bien C1 (elle est C1 par rapport à chacune des variables).
Les hypothèses du théorème du point fixe à paramètre (version C1) sont

donc vérifiées car
}DxΦλ}op ď 2{3 ă 1.

Il existe ainsi E Q λ ÞÑ xλ P E de classe C1 telle que

xλ “ Φλpxλq

c’est-à-dire

@ t P R, xλptq “

ż t

0

aλps, xλpsqqds ´

ˆ
ż 1

0

aλps, xλpsqqds

˙

t.

Le théorème de dépendance dérivable dans les intégrales montre que

λ ÞÑ mpλq :“

ˆ
ż 1

0

aλps, xλpsqqds

˙

est C1 et on a en plus en dérivant en t

x1
λptq “ aλpt, xλptqq ´ mpλq.

Comme xλ P E elle est 1-périodique. l
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