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0 Vorbemerkungen

Unter der Uberschrift , Computergestiitztes wissenschaftliches Rechnen“ kann
man verschiedene Dinge verstehen. Erstens mag man hier an Algorithmen (im
Sinne der Informatik) denken. In dieser Vorlesung werden zwar auch Algorith-
men diskutiert, jedoch nicht als Selbstzweck. Insbesondere werden wir klassische
Themen der Computerwissenschaften wie z.B. Sortieren und Suchen oder die
Nullstellensuche ausklammern. Selbstverstéindlich braucht auch ein Physiker ab
und zu solche Algorithmen. Fiir diesen Fall sei als gute erste Anlaufstelle auf
diverse Ausgaben des Buches , Numerical Recipes* [24] verwiesen. Dieses Buch
bietet eine gute Ubersicht, allerdings ist zu beachten, dass es im Kern vor mehr
als 15 Jahren entstanden ist und somit nicht immer auf dem neusten Stand ist.
Insbesondere fiir rechenintensive Anwendungen ist daher immer eine Durchsicht
neuerer Literatur zu empfehlen.

Zweitens fallen sicherlich auch Themen der Numerischen Mathematik in den
Themenkomplex dieser Vorlesung. Allerdings wollen wir hier immer die Anwen-
dung auf ein physikalisches Problem im Auge haben. Ferner werden wir im all-
gemeinen auf die mathematische Strenge verzichten, d.h. Beweise werden nicht
immer vollstandig angegeben und ggfs. wird eine Fehlerdiskussion auch nur an-
gerissen. Fiir eine tiefergehende Diskussion dieser Aspekte der numerischen Ma-
thematik sei auf die entsprechenden Vorlesungen der Mathematik verwiesen, wie
auch die zahlreichen Biicher, die es zu diesem Thema gibt.

Schliefflich kann man an eine Einfithrung in ,,Computational Physics®, einem
vergleichsweise neuen Teilgebiet der Physik, denken. Dies wird auch die primére
Sichtweise dieser Vorlesung sein. Computational Physics wird manchmal neben
Experiment und Theorie als ein drittes Standbein der Physik bezeichnet [TOJIT].
Zu betonen ist jedoch, dass Computational Physics als Bestandteil der Physik
das Verstandnis der Natur zum Ziel hat, wofiir in diesem Fall eine numerische
Methode verwendet wird. Eine grafische Darstellung ist oft unabdingbar, jedoch
sollten bunte Bilder nicht mit Einsicht verwechselt werden. Auch kommt man
ohne analytische Hilfsmittel nicht aus, um zum Beispiel die Probleme fiir eine
Bearbeitung mit dem Computer geeignet auzubereiten, oder um die korrekte
Funktion der Programme zu priifen.

Da die genannten Themen und insbesondere Computational Physics inzwi-

schen ein breites Gebiet darstellen, ist eine Themenauswahl unumgénglich. Eine
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solche Auswahl spiegelt immer auch die peronlichen Préaferenzen des Dozenten
wieder. Auch wenn ein einigermafien vollstandiger Uberblick iiber die wichtig-
sten Themen den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde, soll dennoch ver-
sucht werden, zumindest einen Eindruck von einigen der wichtigsten Verfahren

und Vorgehensweisen zu vermitteln.



1 Klassische Mechanik

In der klassischen Mechanik wird der Zustand von N , Teilchen“ (Kérpern) zur
Zeit t beschrieben durch ihre Orte 75(t), i = 1,..., N und die Geschwindigkeiten

i(t) = %m) = 7t), i=1,...,N. (1.1)

Diese beiden Groéflen sind dquivalent zu den aus der Theoretischen Mechanik
bekannten Koordinaten und Impulsen.

Die Dynamik dieser Groflen ist beschrieben durch die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen

miit = F ({F O} F.(0ht) | (12)

wobei m; bzw. F’Z die Masse bzw. die Summe aller auf das ite Teilchen wirkenden
Kréfte sind. Gesucht sind die Bahnkurven ().

Es ist an dieser Stelle vielleicht niitzlich sich zu erinnern, unter welchen Bedin-
gungen die Losung der Bewegungsgleichungen ([L2) geschlossen angegeben wer-
den kann. Zunéchst schrankt man sich gewohnlich in der Theoretischen Mecha-
nik auf konservative Kraftfelder ein, d.h. die Kréfte sind gegeben als Gradienten
cines Potentials: F; = V,;V ({7(t)},t). Aufgrund der Darstellung des Potenti-
als V' iiber Linienintegrale kann dieses nicht von den Geschwindigkeiten Fz(t)
abhéngen, so dass geschwindigkeitsabhéingige Kréfte ausgeschlossen werden. Ins-
besondere schliefit dies Reibungskréfte aus, denn diese sind explizit geschwindig-
keitsabhéngig. Unter der Annahme konservativer Kraftfelder ist das Einteilchen-
problem (N = 1) geschlossen losbar, sowie translationsivariante Zweikorperpro-
bleme (N = 2), da diese auf effektive Einteilchenprobleme zuriickgefithrt werden
konnen. Bekanntlich ist aber bereits das Dreikorperproblem eine harte Nuf.

In den meisten Fiéllen konnen daher quantitative Ergebnisse nur mit Néhe-
rungsverfahren erzielt werden. So wurden z.B. bereits im 19. Jahrhundert Pro-
bleme der Himmelsmechanik mit Storungstheorie gelost. Eine Alternative, mit
der wir uns im folgenden beschéftigen wollen, sind numerische Verfahren. Auch
diese sind nicht grundsétzlich neu (Anfinge sind z.B. bei Gaufl und Euler zu
finden), jedoch hat der Siegeszug der Computer ihre praktische Durchfiithrbarkeit
erheblich verbessert. Die folgenden Kapitel werden sich mit numerischen Lésungs-
verfahren fiir die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik beschéftigen;

fiir ergéinzende Literatur sei dabei auf [I0JIT29] verwiesen.
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1.1 Euler-Verfahren

Das Euler-Verfahren ist eine (die wohl einfachste) Methode, Differentialgleichun-
gen vom Typ ([CZ) numerisch zu lsen. Zur Vereinfachung der Notation be-
schrinken wir uns in der folgenden Diskussion auf den Fall eines Teilchens der
Masse m.

Zunéchst schreiben wir die Newtonsche Bewegungsgleichung (L) in der Form

"),
F (7(2).7(0).1

v(t) = - = @ (7(t), 0(t), 1) . (1.3)

<y

() =

Zweitens ndhern wir die Zeitableitung durch den Differentialquotienten
#(t) ~ 7t + At) — 7(t) t+ At) — 9(t) '
At ’ At

Setzt man fiir die linken Seiten hier die Bewegungsgleichungen (3] ein, so kann
man nach 7(t + At) und U(¢t + At) auflésen, d.h. fir bekannte 7(¢) und ¥(t)
(womit auch @ (7(t),¥(t),t) bekannt ist) liefern (C3) und (L) eine Ndherung
dieser Groflen zur Zeit t + At.

Diese Uberlegungen erlauben die niherungsweise Berechnung einer diskreten
Zeitentwicklung. Man betrachtet also diskrete Zeiten mit Abstéinden At

v(t) ~ il (1.4)

t, =tg+nAt, n=20,1,2,... (1.5)
und definiert
T = T(tn), Uy = U(tn), Ay = ATy Upy b)) -
Fiir diese Grofien erhalten wir aus (L3) und (L) die Iterationsvorschrift
Upt1 = Up, + an At Tp41 = T + Up At (1.6)

Diese Approximation an die Zeitentwicklung ist als Fuler- Verfahren bekannt.
Im Euler-Verfahren sind die Werte 41, 7,41 am Ende des Zeitintervals
[tn, tni1] ausschlieBlich durch die Werte an dessen Anfang @, ¢, und 7, bestimmt.
Ferner geht die gendherte diskrete Zeitentwicklung im Limes At — 0 formal in
die exakte Zeitentwicklung iiber. Die Genauigkeit fiir endliches aber kleines At

liest man aus der Taylor-Entwicklung ab

F(t 4+ At) = 7(t) + At7(t) + O(A#) . (1.7)
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Eulersche Naherung—»

—+

n n+1

Abbildung 1.1: Ein Zeitschritt At des Fuler-Verfahrens.

Folglich besteht ein Zeitschritt (L) im Euler-Verfahren in der linearen Néherung
an die Bahnkurve zur Zeit t¢,, wobei quadratische Termine in At sowie Terme

héherer Ordnung vernachlissigt werden. Diese Eigenschaft eines Zeitschritts im
Euler-Verfahren ist in Abb. [l skizziert.

1.2 Euler-Richardson-Verfahren

Genau an der Stelle (L) kann man ansetzen, um das Verfahren zu verbessern,
indem man Terme quadratischer (oder héherer Ordnung) in At in der diskretisier-
ten Zeitentwicklung korrekt beriicksichtigt. Die Euler-Richardson-Methode (eng
verwandt mit dem Runge-Kutta-Verfahren, das im néchsten Kapitel diskutiert
wird) ist eine solche Verbesserung.

Man fiihrt zunéchst einen mittleren Zeitpunkt t,,,q = ¢ + At/2 ein, und be-
stimmt fiir diesen mit dem Euler-Verfahren eine Geschwindigkeit #,,;q4 und Positi-
ON Thmiq, Sowie ferner dpyiq = F (Tmids Umid, tmia) /m. Mit den nun verfiigharen Da-
ten 7, U, @, und mid, Umid, @mia hat man nun ausreichend viele freie Parameter
um v, und 7,41 so zu konstruieren, dass diese genau sind bis einschliellich der

Ordnung At?. Diese Uberlegungen fithren auf das Euler-Richardson- Verfahren:

Qp = F(TnavnAtn) /mu
S Lo L At
Umid = Un + ap 7 5
, LAt
Tmid = Tp+Up—,

2
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wahre
Bahnkurve ’
7/

Abbildung 1.2: FEin Zeitschritt At des Euler-Richardson-Verfahrens.

R (. At
mig = F (Tmid, Umid, tn + 7) /m (1.8)
und
gn-{—l - gn + 6mid At 5
Tnil = Tp+ Umia At. (1.9)

Ein solcher Zeitschritt im Euler-Richardson-Verfahren ist in Abb. skizziert.

Zwar miissen wir jetzt doppelt so viele Operationen pro Zeitschritt ausfiihren,
meistens ist der Euler-Richardson-Algorithmus aber trotzdem deutlich schneller
als der einfache Euler-Algorithmus, da wir groflere Zeitschritte At verwenden
konnen.

In der Tat sind die Abweichungen eines Zeitschritts des Euler-Richardson-
Algorithmus nur von der Ordnung At3. Um dies hier zumindest plausibel zu
machen, verwenden wir eine Taylor-Entwicklung um ¢,,;q. Fiir die Geschwindig-

keiten gilt

At - At? .
Up = Umid — 5 Unnia + e Umid + O(AF) |
At - At? -
Tps1 = Uuia + > Umid + = Umia + O(AP) . (1.10)

Unter Beachtung von 5mid = @miq findet man 0,11 — 0, = Atdng + O(AL).

Mit analogen Argumenten folgt, dass 7,11 — 7, = At Upiq + O(A#3). Somit tritt



1.2 FEuler-Richardson-Verfahren 7

bei Verwendung von ([CH) tatséchlich kein quadratischer Korrekturterm in At
auf, sondern die durch die Néherung verursachten Abweichungen sind von der
Ordnung A#3.

Als ein Anwendungsbeispiel des Euler-(Richardson-)Algorithmus in der Phy-
sik wollen wir Reibungskrdfte betrachten. Wie bereits erwihnt, sind Reibungs-
krifte geschwindigkeitsabhédngig. Wir beschranken uns auf Fliissigkeiten und Ga-

se. Dann gilt fiir nicht allzu grofle Geschwindigkeiten in guter Naherung
Fr=—-Am7, (1.11)

wobei die Konstante A von der Geometrie und Masse des Korpers abhédngt und
die Einheit einer inversen Zeit (s™!) besitzt.

Fiir hohere Geschwindigkeiten stellt
Fp=—Cm |0 ¢ (1.12)

eine bessere Beschreibung dar. Auch die Konstante C' hangt von der Geometrie
und Masse des Korpers ab und besitzt nun die Einheit einer inversen Linge (m™!).
Eine wichtige Eigenschaft der Reibungskraft (LI2) ist eine Kopplung der Bewe-
gungsgleichung fiir die verschiedenen Koordinaten (iiber |0|) — mit der Reibungs-
kraft (CITl) entkoppeln die einzelnen Komponenten der Bewegungsgleichung.

Sowohl bei ([LT]) als auch bei (LIZ) handelt es sich um phénomenologische
Formeln, die im Sinne einer Taylor-Entwicklung bzgl. v an komplexere physikali-
sche Prozesse zu verstehen sind.

Wir betrachten ferner das Schwerefeld der Erde. Die Gravitationskraft kann

in der Nidhe der Erdoberfliche approximiert werden durch

EF,=—mgé,. (1.13)
Ohne Reibung, d.h. beim idealen freien Fall, sind die Bahnkurven Parabeln und
die Geschwindigkeit #/(¢) wéchst linear mit der Zeit. Die Reibung fiihrt zu einer
wichtigen Anderung im Vergleich zum idealen freien Fall. Nun konnen sich die
Erdanziehung und Reibung aufheben! Dies fithrt zu einer Grenzgeschwindigkeit
Umax-
Fiir den Fall (CTT) kann man die Grenzgeschwindigkeit leicht durch Nullsetzen
der Summe von (LTI und (CI3) herleiten. Man findet:

S g .
max — — § €z - 1.14
0 3 € (1.14)
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Analog findet man fiir die zweite phanomenologische Reibungskraft (CT2) durch
Nullsetzen der Summe von ([LIZ) und (CI3) ebenfalls eine maximale Geschwin-
digkeit ] ,.. Diese ist gegen durch

— / — /
Umax = VUmax €z » Umax — —

(1.15)

Ql=

1.3 Runge-Kutta-Verfahren

Bei den Newtonschen Bewegungsungleichungen ([C2) handelt es sich um Syste-
me gewdhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Im folgenden sollen
die bisherigen Betrachtung verallgemeinert und ergénzt werden. So betrachten
wir im folgenden den allgemeinen Fall gewohnlicher Differentialgleichungen nter
Ordnung, werden eine neue Sichtweise der bisher dargestellten Verfahren kennen-
lernen und schliefllich deren Ordnung weiter verbessern. Weiterfiihrende Literatur
zu diesem Thema findet man z.B. in Kapitel 16 des Buches [24] sowie Kapitel 4.1
des Buches [17].

1.3.1 Systeme nter Ordnung
Gegeben sei ein System gewohnlicher Differentialgleichungen nter Ordnung

d" Uup
d¢n

d d m dn—l dn—l "
:fl (t;ula...,umy ot Y “ Y ) (].]_6)

T T et et

fiir die m Funktionen u;(t) (I = 1,...,m). Als konkretes Beispiel fiir (LT6) denken
wir an die Newtonschen Bewegungsungleichungen ([L2), fiir die n = 2 und m =
3N gilt.

Eine Differentialgleichungssystem vom Typ ([CI6) 148t sich immer auf ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren. Dazu

fiihrt man Variablen .
d ul(t)
ill) =g

mit k =0,...,n—1;1=1,...,m ein. Mit diesen Variablen ist das System ([L.TG)

dquivalent zu dem folgenden System 1. Ordnung;:

(1.17)

d Zn—1,1

dt

dz
(Jl: P k=0,...,n—2. (1.18)

- fl (t7 ZO,la ceey ZO,ma 21,17 ey Zl,ma anl,b ey anl,m) )
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Die gesuchten Funktionen erhédlt man dann nach ([CID) als w(t) = 2o,(¢). Auf-
grund dieser Uberlegung kann man sich bei der Konstruktion von numerischen
Verfahren auf Differentialgleichungen 1. Ordnung beschrénken:

dx,
dt :fr(t7x17"'7x]\7) . (119)

Genaugenommen haben wir dies sowohl beim Euler-Verfahren (CH) wie auch
beim Euler-Richardson-Algorithmus ((CYCY) bereits getan, indem wir die Varia-

blen ¢ (entsprechend z;;) und 7 (entsprechend u; = zp;) verwendet haben.

1.3.2 Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung

Die einfachste Ndherungslosung fiir eine Gleichung vom Typ ([LI9) zu diskreten
Zeiten t,, = tg + n At ist durch das Euler-Verfahren gegeben

To(tn) —  Tppt1 = Ton + AL Sy (b, Tiny ooy TNp) - (1.20)

Dies ist offensichtlich eine Approximation, die genau ist bis zur Ordnung At.
Nach Einsetzen der Variablen-Identifikationen erkennt man tatséchlich schnell
die bereits frither angegebene Form ([CH) des Euler-Verfahrens.

Eigentlich gibt es keinen Grund, warum man bei der Berechnung von f, auf der
rechten Seiten von ([C20) ausgerechnet den Anfangspunkt des Intervalls [t,,, t,41]
verwendet. Tatsédchlich kann man nicht nur andere Zeiten wahlen, sondern durch
Linearkombination die Genauigkeit des Verfahrens verbessern. Speziell kénnen
wir unter Verwendung von zwei Zeitpunkten den Ansatz machen, dass wir zwei
Zeitschritte der Lange v At und (1—a) At nacheinander ausfiihren und das Ergeb-
nis dann zu einem direkten Zeitschritt iiber At addieren. In diesem Sinn machen

wir zunachst den Ansatz
kr = At fr (tna Tin,--- 7xN,n) s

Tpptl = Tpn+ AL (w1 Jr(tns@1my oy TNR) (1.21)

+ws fr (t, + At 21, +aky, .o on, + akN))

mit freien Parametern «, w; und wy. Dieser Ansatz soll nun die Taylor-Entwicklung
fiir x,.(t) bis zur zweiten Ordnung reproduzieren:

dz A2 A% ¢
At) — = A " r ANA
x(t + At) — x,.(t) t & + BT + O(A?)

= Atf. + At dfy + O(A). (1.22)

2 dt
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Hierbei ist

dszafr Z@frdxs_afr 8fr

= 1.2
axs dt t f57 ( 3)

wobei wir im zweiten Schritt die Differentialgleichung ([C20) eingesetzt haben.
Andererseits lautet die Taylor-Entwicklung von ([C21])

Trptl — Trn — W1 At fr + wy At fr
o fr o f f
ot Oz °°

+O(At), (1.24)

+ws At? + wy At

mit fr = fr (tna Tin,--- 7xN,n)'
Durch Vergleich der Koeffizienten von (L22) und ([CZ4) folgt

1
wy +wy =1, wgazi. (1.25)

Diese Bedingungen besitzen eine einparametrige Schar von Losungen, unter denen

keine ausgezeichnet ist. Eine einfache Wahl ist
Wo = ]_, w1 = 0. (126)

Wir erhalten damit das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung, das bis zur Ordnung

At? genau ist:

kr - Atfr(tnaml,nw‘wa,n)7

At k k
Trpp1 = Tpn+ AL S, (tn+7,x1,n+§,...,xN,n+7N). (1.27)

Nach Transformation auf die Variablen 7 und ¢ erkennt man den Euler-Richardson-
Algorithmus (CICY) wieder.
1.3.3 Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung

Unter Verwendung von mehr Zwischenschritten kann man ganz &hnlich wie in
dem letzten Unterkapitel auch Runge-Kutta-Verfahren héherer Ordnung konstru-

ieren. Fin h#ufig verwendetes Verfahren ist das Runge-Kutta-Verfahren vierter
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Y

—
—
+
=
—
~—+

n n" o n+1

Abbildung 1.3: Fin Zeitschritt At im Runge-Kutta-Verfahren 4. Ord-
nung.

Ordnung, das bis zur Ordnung At* genau ist:

kl,r = Atfr(tnaxl,m-'-axN,n)a

At k k
kQ,r - Atfr(tn_}_?uxl,n_}_%w”?xN,n_}_lT’N)7

At k k
kSr = Atfr (tn_‘_?axl,n_‘_ﬂ?"-;xN,n_‘_Q—’N)a

’ 2 2
k4,r = Atfr (tn+At>xl,n+k3,17-'-axN,n+k3,N) )
kl r k2 r k?) r k4 r
rn - rn y — — —. 1.28
LTy n+1 L, + 6 + 3 + 3 + 6 ( )
In diesem Verfahren tritt ein Satz von vier Zwischengroflen k;,, i = 1,...,4

auf. Das Verfahren ([C2) soll hier nicht hergeleitet werden, stattdessen sei es
in Abb. grafisch veranschaulicht. Jeder der vier Zwischenschritte k;, ergibt
eine in der Ordnung At korrekte Naherung fiir x,,41. Diese vier Ndherungen
werden in der letzten Zeile von (C2¥) nun so linear kombiniert, dass sich die
Korrekturterme der Ordnung At?, At und At* wegheben. Man beachte, dass
die Summe der Koeflizienten eins ergeben muf}; um die 1. Ordnung zu erhalten
(in der Tat ist 1/6 +1/34+1/3+1/6 =1).

Man beachte, dass At nicht beliebig grofl gewahlt werden kann, da die Po-
tenzreihenentwicklung fiir grofie At gar nicht oder nur sehr langsam konvergiert.
So sollte man bei Schwingungen oder Umldufen auch bei Verfahren hoher Ord-

nung mindestens groffenordnungsméfig 10 Zeitschritte je Periode machen. Daher
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ist es zwar grundsétzlich moglich, Verfahren beliebig hoher Ordnung zu konstru-
ieren; der zusatzliche Rechenaufwand wird aber irgendwann nicht mehr durch
den Gewinn an Genauigkeit gerechtfertigt. Das Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung ist aus diesem Blickwinkel ein guter Kompromifl und hat sich daher als
Standard-Verfahren etabliert.

1.3.4 Schrittweitenanpassung und Fehlerkontrolle

Es gibt Probleme, wie z.B. der Flug einer Rakete zum Mond, in der sowohl Phasen
mit schnellen Anderungen (Raketenstart, Einschwenken in Mondumlaufbahn, ...)
solchen mit einer recht iibersichtlichen Zeitentwicklung (z.B. Flugphase der Ra-
kete von der Erde zum Mond) gegeniiberstehen. In solchen Fillen ist es sinnvoll,
nicht das gesamte Problem mit einer so kleinen Schrittweite At zu rechnen, dass
zu allen Zeiten die gewiinschte Genauigkeit erreicht wird, sondern eine Anpassung
der Schrittweite im Verlauf des Verfahrens vorzunehmen.

Am elegantesten ist eine adaptive Steuerung der Schrittweite, die gleichzeitig
auch eine Abschétzung des Fehlers erlaubt. Eine Moglichkeit den Fehler zu kon-
trollieren erhélt man, wenn man jeden Schritt doppelt ausfiihrt, und zwar einmal

direkt und einmal als zwei halbe Schrittel:

Lrn - Trp+1 = Xl s
At
Ly - Ty (tn + 7) -  Trn+l = X (129)

Fiir ein Verfahren mter Ordnung gilt nun
T (tn + A) = Xy +c A" 4O (AF?)
= Xo+2¢c (;)m1 + O (Atm2) (1.30)
Wir haben also
Xo— Xy meAt™ (1-277) . (1.31)

Wir kénnen nun eine Schrittweite At so bestimmen, dass der Fehler mit dieser

Schrittweite in einem Schritt nach ([C2Y) einen vorgegebenen Wert e annimmt

XQ_Xl = €. (132)

'Der einfache und doppelte Schritt teilen zumindest den Anfangspunkt. Durch Wiederver-
wenden solchen Uberlapps kann der zusétzliche Rechenaufwand auf weniger als 50% reduziert
werden.
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Aus (L31) folgt

e = || At (1—277),
1 Xo — Xi| = || AT (1—-277) . (1.33)

Dies kann nach At aufgeldst werden:

~ €
At = At mil ) 1.34
4 ‘X2_X1| ( 3)

War der Fehler grofler als gewiinscht, mufl der letzte Schritt mit der Schrittweite
([C34) wiederholt werden. Ist der Fehler geringer als gefordert, kann im ndchsten
Schritt die groBere Schrittweite ([C34]) verwendet WerdenH.

Da man ¢ kennt, kann man auflerdem eine sogenannte lokale Extrapolation
ausfiithren, die den Fehlerterm der Ordnung m + 1 korrigiert. Dazu kombiniert
man ([L30) so, dass der Term m + lter Ordnung eliminiert wird und verwendet

als Schatzwert
Xo— Xy

2m —1 -
Ob man dies tut oder la8t, ist Geschmackssache. In jedem Fall darf man nicht

Trpy1 = Xo + (1.35)

vergessen, dass man auch bei dieser Korrektur der m + 1ten Ordnung nur den

Fehler der mten Ordnung kontrolliert.

1.4 Kepler-Probleme und Sonnensystem

Wir wollen in den Ubungen astronomische Probleme (insbesondere das Sonnensy-
stem) simulieren. Ergebnisse, die Sie hierzu benétigen, werden in diesem Kapitel
zusammengefaflt.

Wir betrachten zunéchst ein Zentralproblem in dem Gravitationspotential

Vi(r)= —GMm, (1.36)

r

wobei M die Masse des Zentralkorpers ist. Aus dem Potential ([L36]) ergibt sich

eine Kraft oM
FiR)= ———"F (1.37)

r3

mit r = |7] = V7 - 7.

’Es empfiehlt sich, die Schrittweite At grundsitzlich etwas kleiner zu wihlen, als die , ge-
naue“ Formel nahelegt.
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Abbildung 1.4: FEine Ellipse. Die Bezeichnungen sind im Text erldutert.

Fiir Energie £ < 0 erhalten wir gebundene Bahnen. In dem Potential ([C30])
handelt es sich hierbei um geschlossene Kurven, und zwar um Ellipsen. Wir fassen
nun kurz einige bekannte Eigenschaften elliptischer Bahnen zusammen, die bei
der Simulation von Kepler-Problemen niitzlich sind. Dazu betrachten wir die in
Abb. [C4 dargestellte Ellipse. B; und B, sind die beiden Brennpunkte, a die grofie
Halbachse und b die kleine Halbachse. € > 0 ist die sogenannte Exzentrizitét.
Fiir ¢ = 0 findet man a = b und die beiden Brennpunkte fallen zusammen, so
dass sich ein Kreis ergibt. Eine mogliche Charakterisierung einer Ellipse ist, dass
die Summe der Abstdnde von den beiden Brennpunkten B; und Bs; zu einem
beliebigen Punkt auf ihr konstant ist. Mit den Bezeichnungen in Abb. [[4 kann

man daraus folgern, dass
b=aVv1—e. (1.38)

Aus dieser Formel folgert man weiter, dass € < 1 fiir eine eine Ellipse.

Das Kraftzentrum (und damit auch der Koordinatenursprung r = 0) befindet
sich in dem Brennpunkt, den wir B; genannt haben. Die Orte mit den minimalen
und maximalen Bahnradien (r; bzw. ry) werden Apsiden genannt. Aus obiger

Skizze liest man ab:
rn=(1-¢a ro=(14+¢€)a. (1.39)

Dies ist iibrigens auch konsistent mit der Definition der groflien Halbachse a =
(7"1 -+ TQ)/Q.
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Aus der Diskussion des Zentralpotentials ([L30) in der Theoretischen Mecha-
nik folgt (siehe z.B. S. 57 von [21])

r1+ 1y GMm
— S 1.40
a 5 SE (1.40)

mit der Gesamtenergie
1
E = §m1)2+V(7“). (1.41)

Diese Definition von E kann man nun nach v(r) auflosen. Man findet mit Hilfe

von (36) und (CA0)
o =yfou (2-2). a2

Fiir eine Kreisbahn ist r = a. In diesem Fall reduziert sich ([C22)) auf

GM
.

V=

(1.43)

Letzteres Ergebnis folgt auch elementar durch Betrachtung des Gleichgewichts
von , Fliehkraft“ und Gravitationskraft ([C37).

Da man aufler dem Betrag der Geschwindigkeit auch ihre Richtung kennen
muB, empfiehlt es sich, (CZ2) auf Werte von r anzuwenden bei denen dr/d¢
verschwindet, was ¢ L 7" bedeutet. Dies ist fiir eine Kreisbahn immer erfiillt,
so dass fiir gegebenes r die zu einer Kreisbahn fithrende Geschwindigkeit aus
([CZ3) bestimmt werden kann. Im Fall einer Ellipse gilt ¢ L 7 insbesondere fiir
die beiden Apsiden r; und ro. Fiir eine gegebene elliptische Bahn kann man die
Geschwindigkeit ¢ daher mit Hilfe von (([CZ2) an den Apsiden besonders einfach
bestimmen.

Das Potential (L30) gilt auch fiir die relative Bewegung zweier Korper der
Massen m und M. In diesem Fall ist 7 als Differenz der Ortsvektoren der beiden
Korper zu interpretieren. Dies 148t sich leicht auf die gravitative Wechselwirkung

von N Korpern der Massen m,; verallgemeinern:

V(... i) =—G) 7 ’_ﬂ (1.44)
i<j U° J
Hieraus folgen die Bewegungsgleichungen
. N PP
ri=-GY m; ——_. 1.45
Z J 77; - 773’3 ( )
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1.4.1 Einheiten im Sonnensystem

Fiir eine numerische Losung empfiehlt es sich grundsétzlich, an das Problem
angepafite Einheiten zu verwenden. Bei einem Zentralkraftproblem sollten diese
so gewahlt werden, dass der Zahlenwert von G M in der Ndhe von 1 liegt. Zur
Beschreibung des Sonnensystems verwendet man als Léngeneinheit die astrono-
mische Einheit (AU), die gleich der grofien Halbachse der Erdumlaufbahn (d.h.

im wesentlichen deren mittleren Radius) gesetzt wird:
1 AU =1,49610"m . (1.46)

Als Zeiteinheit verwendet man das Jahr, 1yr ~ 3,15107s, d.h. die Umlaufdauer
der Erde, die in guter Ndherung auf einer Kreisbahn umlauft. Nun gilt fiir die
Umlaufdauer T = 2= auf einer Kreisbahn mit Radius r nach (TCZ3)

2
A7 4

T2 = .
GM

(1.47)

Diese Beziehung ist die Aussage des 3. Keplerschen Gesetzes fiir den speziellen
Fall einer Kreisbahn. Die Beziehung (([C47) kann man leicht nach dem Produkt von
Gravitationskonstante und Sonnenmasse auflésen, und erhélt in astronomischen
Einheiten (r =1 AU, T'= 1yr) den folgenden Wert:

AU3

G M =4r® —;
yr

(1.48)
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2 Diskrete Fourier-Transformation

An vielen Stellen benotigt man eine Fourier-Analyse. Dies ist z.B. bei der Bestim-
mung der in einer periodischen Bewegungen auftretenden Frequenzen der Fall
(man denke z.B. an die Bahnkurven 7;(¢) der Korper unseres Sonnensystems).
Hier erinnern wir kurz an die diskrete Fourier-Transformation (fiir eine etwas
ausfiihrlichere Dikussion vgl. z.B. Kapitel 12.1 von [24] oder Kapitel 9 von [L1]).
Gegeben seien Funktionswerte f, an N &quidistanten Punkten » = 0, 1, ...,

N — 1. Dann definieren wir die komplexe diskrete Fourier-Transformation iiber

1 N-1
fs: \/_NzefQﬂzrs/Nfr’ (21)
r=0

wobei s ebenfalls die ganzzahligen Werte von 0 bis N — 1 annimmt. Die inverse

Transformation ist gegeben durch

1 N—-1
fr _ \/_N Z e27rzrs/N fs ) (22)
s=0

Fiir die Vorfaktoren gibt es unterschiedliche Konventionen in der Literatur. In
&) und [Z2) wurden sie so gewéhlt, dass man unitdre Abbildungen erhilt.

Nach (1) und (Z32) sind fiir die Berechnung der Transformation jeweils N
Elemente zu berechnen, die ihrerseits aus N Summanden bestehen. In dieser Dar-
stellung sind somit O(N?) Operationen durchzufiihren. Hierbei handelt es sich
um einen erheblichen Aufwand: eine naive Verwendung von (E1]) oder (22) zur
Berechnung des Frequenz-Spektrums einer nicht besonders langen Zeitreihe mit
N = 10° Datenpunkten benétigt einen erheblichen Aufwand mit einer GroéBen-
ordnung von 10'? Operationen! Fiir so etwas mufl man selbst bei einem modernen
Computer etwas Geduld aufwenden.

Héaufig ist es jedoch moglich, die Zahl der benutzten Datenpunkte N zu va-
riieren. Wir werden etwas spéter zeigen, wie man die Summen (ZJ]) und (Z2)
insbesondere im Spezialfall, dass N eine 2er-Potenz ist, deutlich schneller berech-

nen kann. Dazu ist es jedoch niitzlich, sich an Binédr-Zahlen zu erinnern.

2.1 Binir-Zahlen

Der Computer arbeitet mit sognenannten ,,Bits“, d.h. Einheiten die die Zahlen-

werte 0 und 1 annehmen. Dies fiihrt auf natiirliche Weise zur Bindrdarstellung,
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und oder exklusiv oder
Am | O || @ & by | @ | by am " by,
01| 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 0

Tabelle 2.1: Ergebnisse ¢, einer ,und“ (¢, = apm & by,), ,oder® (c,, =
am | by, ) bzw. exklusiv oder” (¢, = amy, ™ by) Verknipfung zweier Bits
A, und by,.

d.h. einer Darstellung zur Basis 2. Fiir eine ganze Zahl B lautet die Bindrdarstel-

lung
N
B=> b,2", (2.3)
m=0

wobei b,, die Bits der Zahl sind. Analog zur Dezimaldarstellung schreibt man die
Binédrdarstellung ([23)) als

baby_1...bibo, (2.4)

wobei fithrende Nullen oft mit dargestellt werden. Die Bindrdarstellung der De-
zimalzahl 13 lautet z.B. 1101. 8 Bits werden zu einem ,,Byte“ zusammengefafit.
Mit einem Byte sind die ganzen Zahlen 0 < B < 2% — 1 = 255 darstellbar.

Programmiersprachen unterstiitzen neben den Grundrechenarten auch binére
Operationen auf ganzen Zahlen. Dies sind zunéchst die bitweise ,und“- (C'= A
& B), ,oder“- (C = A | B ) bzw. ,exklusiv oder“-Verkniipfung (C' = A~ B)
zweier Zahlen A und B. Hierbei haben wir die Symbole &, | bzw. ~ verwendet,
die z.B. in C, C++ und Java fiir diese Operationen zum Einsatz kommen. Das
Ergebnis C' wird hierbei berechnet, indem jedes Bit ¢,, iiber die entsprechende
Verkniipfung aus den zugehorigen Bits a,, und b,, von A und B berechnet wird.
Die Ergebnisse fiir die Verkniipfungen von zwei Bits a,, und b, sind in Tabelle 2]
zusammengefaflt.

Eine weitere wichtige Klasse von Operationen auf der Binédr-Darstellung sind
die Bit-Shifts. Verwenden wir wieder die Symbole, die insbesondere in C, C++
und Java iir diese Operationen verwendet werden, wird ein Shift um n Bits nach

links geschrieben als

B = A<<n (2.5)
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sowie ein Shift um n Bits nach rechts als
B=A>n. (2.6)

Fiir die Bits bedeutet die Links-Verschiebung (ZH) die Zuordnung b,, 1, = a,
(m > 0) und by = 0 (k < n), wobei die Bits von A, fiir die im Ergebnis B kein
Platz ist, wegtfallen. Effektiv bewirkt die Verschiebung um n Bits nach links eine
Multiplikation mit einer Potenz von 2, ndmlich B = 2" A modulo der Kapazitét
des Datentyps.

Analog bedeutet die Rechts-Verschiebung (Z8) die Zuordnung b,, = @pin,
wobei im Datentyp nicht vorhandene links Bits a,,,, auf 0 gesetzt werden. Die
Bits a; mit k < n gehen hierbei verloren. Effektiv bewirkt die Verschiebung um
n Bits nach rechts eine ganzzahlige Division ohne Rest durch eine Potenz von 2,
ndmlich B = A/2" ohne Rest.

2.2 Schnelle Fourier-Transformation

Im Spezialfall, dass N = 2™ eine 2er-Potenz ist, bietet die ,,Schnelle Fourier-
Transformation” (Fast Fourier Transformation (FFT)) eine Alternative zur Be-
rechnung der Summen (1)) und (Z2), die mit O(N log, N) Operationen aus-
kommt, also deutlich schneller ist (siehe z.B. Kapitel 12.2 von [24] und An-
hang 9B von [I1]). Die hier vorgestellte Formulierung ist als Danielson-Lanczos-
Algorithmus bekannt.

Wir fiihren zuerst ein wenig Notation ein, und zwar die fundamentale Nte
Einheitswurzel

WN — eQﬂ"i/N (27)

sowie eine etwas anders normierte Form der (transformierten) Daten

1 .
Fs:ﬁfs- (28)

Dann kann man (Z2) zuerst mit diesen GroBen ausdriicken und anschliefend die

Summe in die geraden bzw. ungeraden Terme zerlegen:

N—1 N/2—1 N/2—1
F=Y WyE = Y WP R+ Y Wi R,
s=0 s=0 s=0
N/2—1 N/2—1
= > Wi B+ W Y Wiy Fay (2.9)
s=0 5=0

= Ff+WgF?.
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Fy | 000 X Fo+ Fy = Fee Fye + F§° = F FS+ Fy = fi

Fy | 100 Fy— Fy = Fye Fee + WiFge = Ft Fi + WeF? = fi
By | 010 Fy+ Fy = F§ Fy© — F§° = Fy F§ + W2F9 = f,
Fy | 110 X Fy— Fy = Fy° Fee — W, Fs© = Fy FS + WiFe = f,
A | ool Fi+ Fy = Fy* Foe 4 Foo = FY Fi— F) = f,

Fy | 101 X Fy— F5 = Fy* FP© + WyF° = FY Ff— WiF? = fs
Fy | o1 Fy+ Fr= F Fye — Fgo = Fy F§ — W2ES = £,
Fpo| 11 X by — k7 = I17° e = Wil7? = F7 F—WJF? = fr

Abbildung 2.1: Struktur der schnellen Fourier-Transformation (FFT)
fiir N = 8 Datenpunkte.

Neben der Zerlegung wurde W3 = Wy, verwendet. In der vorletzten Zeile von
(Z3) erkennt man dann die Fourier-Transformation der geraden bzw. ungeraden
Hélften der Daten: F¢ = Zivz/g*l N2 Fys bzw. F? = Zi\;/g*l N2 Fy4y1. Man
beachte, dass in (Zd) 0 < r < N zu wihlen ist, die Teil-Transformationen Ff
und F? jedoch Periode N/2 besitzen.

Die Zerlegung (Z9) kann nun rekursiv verwendet werden, und zwar solange
bis die Unterfolgen nur noch aus einem Element bestehen. Fiir N = 4 = 22 findet

man z.B.

fro= FE+WiF?

= F 4+ W F W (F + W) F) (2.10)
= o+ (-1)"FB+i (F+(-1)F;) .

2712 — 1 und W, = 74 = eingesetzt, sowie F = F,
F° = F,, F?° = Fy und F° = F3 identifiziert.

Im allgemeinen gelangt man nach m = log, N Schritten zu einem einzelnen

Hierbei wurde W5 = ¢

Element F; der Ursprungsdaten, wobei noch das richtige ¢ zu identifizieren ist. Wir
schreiben F} = F™ %% mit a; = 0 fiir e (,,even” — die gerade Unterfolge) bzw.
a; = 1 fiir o (,,0dd” — die ungerade Unterfolge). Fafit man die Folge (a; as. .. a.)

nun als Bindrdarstellung auf, so gilt ¢ = (@, @pm_1...a1). t erhilt man somit
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einfach durch Bitumkehr! Dies ist insofern einsichtig, da man zuerst nach gerade
bzw. ungerade fragt (a; ist also das niedrigste Bit von ) usw. bis schliefllich nach
oberer bzw. unterer Hélfte klassifiziert wird (d.h. a,, ist das hiéchste Bit von ).

Der gesamte Sachverhalt ist nochmals fiir N = 8, d.h. m = log,8 = 3 in
Abb. Bl dargestellt. Nach der Herleitung zerteilt man von rechts beginnend die
Berechnung der Summanden in f, unter Verwendung von (23 iterativ in jeweils
zwei Unterhélften. Schlieilich gelangt man zu den Ursprungsdaten Fj, die durch
Bit-Umkehr identifiziert werden.

Es gibt verschiedenen Moglichkeiten, den beschriebenen Algorithmus zu im-
plementieren, z.B. mit Hilfe von Rekursion, wobei allerdings Kopien der Daten
angelegt werden miissen. Hier wollen wir eine Implementierung vorstellen, die
Speicherplétze so oft wie moglich wiederverwendet. Dazu gehen wir bei der Be-
rechnung genau umgekehrt wie oben geschildert vor: Wir fithren zuerst die Bit-
Umkehr aus, und fassen dann jeweils paarweise Summanden zusammen. Damit

ergibt sich der folgende FFT Algoritmus:

1. Vertausche F, < F; fiir t Bit-Umkehr von r. In diesem Schritt kann auch
der Normierungsfaktor in F,. = fr /v/N implementiert werden.

2. Schleife m=1,n=2"< N, m —m+1

Berechne W,, nach (IZT_ZI)H
Schleife k =0, k <n/2, k — k+1

Schleife | =k, I < N,l —1l+n
Berechne gleichzeiti£
F+ WY Fiinps — B
F— Wf Fl+n/2 - Fl+n/2

WPk sollte durch iterative Multiplikation berechnet werden:
W0 =1, Wkt =W, Wk,

3An dieser Stelle i}t sich auch leicht das unterschiedliche Vorzeichen aus (1) bzw. &2
beriicksichtigen, so dass die gleiche Routine sowohl zur Berechnung der Fourier-Transformation
als auch ihrer Inversen verwendet werden kann.

4Man beachte, dass /2 —W! ist, sowie W! = Wk, da [ — k ein Vielfaches von n ist.
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Beachtet man die korrekte Reihenfolge der (gleichzeitigen) Ersetzungen, kann das
gleiche Array fiir die Eingangsdaten f, (oder fs), die Zwischenergebnisse F; sowie
die Ausgangsdaten f, (oder f,) verwendet werden.

Die FFT kann zwar in Realteil und Imaginérteil aufgeteilt und dann reell
implementiert werden. Es liegt jedoch nahe, komplexe Arithmetik zu verwenden.

Wir fassen zusammen: Durch geschickte Wiederverwendung von Zwischener-
gebnissen in der Berechnung reduziert die FFT den Aufwand der Berechnung der
N Summen () oder ([ZZ) von O(N?) auf O(N log, N) Operationen, voraus-
gesetzt IV ist eine Zweierpotenz. In vielen Anwendungen ist es kein Problem, die
Zahl der Datenpunkte bzw. Stiitzstellen als Zweierpotenz zu wéhlen.

Man beachte, dass bei der Anwendung der FFT auf ein physikalisches Problem
die Stiitzstellen, die in diesem Kapitel mit Abstand eins angenommen wurden,

noch umzurechnen sind.

2.3 Abtasteffekte

In vielen Féllen liegen urspriinglich kontinuierliche Daten vor, wie z.B. ein Au-
diosignal oder der Bahnradius r;(t). Wir wollen daher kurz auf einige Effekte
hinweisen, die bei der Diskretisierung solcher Daten auftreten.

27ri;r)* — e—27ri$

Zunéchst betrachten wir reelle Daten f, € R. Aufgrund von (e
und 7% = 1 gilt fiir die Nte Einheitswurzel @1): (Wk)" = Wy' = Wa ' und

damit fiir die Fourier-Transformierte (21))

~

Fr=fu=fvs. (2.11)

Dies hat folgende Konsequenzen fiir die Abtastung eines kontinuierlichen Signals
f(t):
fr=flto+rAt). (2.12)

Bei einer solchen Abtastung sind nur Frequenzen bis zur Nyquist-Frequenz

1

fC:m

(2.13)

auflosbar. Die Nyquist-Frequenz (ZI3) entspricht in unserer bisherigen Sprech-
weise s = N/2, der nach (ZI0]) hochstfrequenten Fourier-Komponente. Tatséch-
lich gilt nach dem Abtast-Theorem (siche z.B. Kapitel 12.1 von [24]), dass f(t)
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o

-T/2 0 T/2

Abbildung 2.2: Die Rechteck-Fenster-Funktion (2.14).

eindeutig aus den abgetasteten Datenpunkten f, rekonstruiert werden kann, vor-
ausgesetzt in dem Signal f(¢) sind keine Frequenzen oberhalb der Nyquist-Frequenz
fc enthalten.

In dem Fall, dass hohere Frequenzen in dem Signal f(t) vorliegen, tritt je-
doch leider sogenanntes Aliasing auf. Dies bedeutet, dass hohere Frequenzen zu
tiefen Frequenzen gefaltet werden. In der Tat gilt 2™ ¢fitr = 27i /2% fiir alle Ab-
tastpunkte ¢, = ty + r At genau dann, wenn sich die beiden Frequenzen f; und
fo um ein ganzzahligen Vielfaches der Abtastfrequenz unterscheiden, d.h. genau
dann wenn f; — fo = %5 mit n € Z (man beachte auch (ZTT). Dies bedeutet,
dass At so klein gewihlt werden sollte, dass Beitrige mit Frequenzen jenseits der
Nyquist-Frequenz im urspriinglichen Signal f(¢) vernachlissigt werden kénnen.

Ein weiterer Effekt, den man beachten sollte, ist das sogenannte Windowing
(vgl. z.B. Kapitel 13.4 von [24]). Man betrachtet ndmlich meistens nicht das volle
Signal f(t), sondern schrankt es auf ein Zeitfenster der Lange T' ein. Zunéchst
betrachten wir ein Rechteck-Fenster (vgl. Abb. Z2)

W(t)=0et+T/2)6(T/2-1t), (2.14)
wobei die Heaviside-Funktion
1 firt>0
o(t) = =, (2.15)
0 firt<O

auftritt. Die Fourier-Transformierte des Rechteck-Fensters (ZI4) ist im kontinu-

ierlichen Fall leicht berechenbar:
00 T/2

W(s)z/dte—”“tW(t): / dte 275t =

—o0 -T/2

sin (7 sT')

— (2.16)
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Dies bedeutet eine Mischung benachbarter Frequenzen, die nur langsam (o< 1/s)
mit der Frequenz-Differenz s abfillt. Im diskreten Fall dndert sich das Ergeb-
nis ([ZI6) etwas, die SchluBfolgerung bleibt jedoch qualitativ unverdndert. Der
Grund fiir dieses Verhalten ist das scharfe An- bzw. Ausschalten des Signals zur
Zeit t = —T/2 bzw. t = T/2 (scharfe Kanten fiihren bekanntlich zu Uberschwin-
gern). Dieses Verhalten ld8t sich somit verbessern, wenn man spezielle Fenster-
Funktionen W (t) verwendet, die einen glatten Anstieg und Abfall haben (siehe
z.B. Kapitel 13.4 von [24]). Zumindest sollte man in Erinnerung behalten, dass
die Frequenzauflosung durch die Liange des Zeitfensters begrenzt wird und eben
nicht durch den Abstand der Frequenz-Punkte.
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3 Partielle Differentialgleichungen: Statik

In diesem Kapitel werden wir ,,statische® Losungen partieller Differentialgleichun-
gen zu vorgegebenen Randbedingungen diskutieren. In der Mathematik wird diese
Fragestellung als Randwertproblem bezeichnet. Die Fragestellung wollen wir mit
einem Beispiel aus der Elektrostatik illustrieren: Die Poisson-Gleichung lautet in
CGS-Einheiten

a2

o )
— or;

—AP(F) = O(7) =47 p(7). (3.1)
Hierbei ist A der Laplace-Operator und d die rdumliche Dimension. Naheliegende
Félle sind d = 3 (insbesondere in der Elektrostatik) sowie d = 2. Ferner sind in
der Elektrostatik die Ladungsdichte p(Z) sowie Randbedingungen fiir ® gegeben.
Die Aufgabe besteht nun darin, ein Losung der partiellen Differentialgleichung
(B1) zu finden und so das Potential (&) zu bestimmen.

Natiirlich gibt es ausgefeilte analytische Verfahren zur Losung des Randwert-
problems. Wir wollen uns hier jedoch auf numerische Verfahren konzentrieren.
Partielle Differentialgleichungen miissen fiir eine Behandlung mit dem Rechner
geeignet aufbereitet werden. Eine Moglichkeit ist die Entwicklung nach geeigne-
ten Funktionensystemen. Bekannt ist z.B. die Fourier-Transformation, d.h. die
Entwicklung nach ebenen Wellen, die u.a. den Laplace-Operator diagonalisiert
(beachte: AeiF® = —k2eiF%) Auf endlichen Gebieten ist es jedoch bei einem
solchen Zugang nicht immer einfach, vorgegebene Randbedingungen zu beriick-
sichtigen. Insbesondere fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen sind bei
der Entwicklung rdumliche Integrale zu berechnen, die insbesondere Matrixele-
mente zwischen verschiedenen Basisfunktionen bestimmen. Im letzteren Fall fiihrt
die Entwicklung auf ein Gleichungssystem, das es zu losen gilt.

Wir wollen im folgenden einen anderen elementaren Weg beschreiten, der sich

auch durch breite Anwendbarkeit auszeichnet.

3.1 Diskretisierung der Variablen

Eine Vorgehensweise zur Darstellung partieller Differentialgleichungen im Rech-
ner basiert auf der Betrachtung der Funktion f(Z) an Stiitzstellen ;. Dieser
Zugang ist auch analog zur Behandlung gewohnlicher Differentialgleichungen in

Kapitel [l Die genannten Stiitzstellen konnen recht allgemein gewéhlt werden,
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wodurch insbesondere bei adaptiver Wahl auch eine gute Anpassung an das Pro-
blem moglich ist. Allerdings ist eine allgemeine Stiitzstellen-Verteilung schwer zu
handhaben.

Im folgenden soll ein reguldres Gitter von Punkten zur Diskretisierung ei-
ner partiellen Differentialgleichung fiir die Funktion f(¥) verwendet werden. Als

Gitter wihlen wir ein quadratisches bzw. (hyper-)kubisches Gitter
d
Br=To+ > Awri € (3:2)
i=1

mit ganzzahligen r;. Fiir die Funktionswerte an diesen Punkten schreiben wir

fr=[f(Z7) . (3:3)

Wir betrachten nun die partiellen Ableitungen (%—mm f(Z) und tun der Einfachheit
halber so, als ob dies die einzige Variable wére. Fiir die erste partielle Ableitung

an der Stelle Z, liegen zwei Definitionen nahe:

@ = fr - frfl
o, /) = TRg T OlAn)
fr+1 - fr

Durch eine geschickte symmetrische Kombination der beiden Moglichkeiten (B2)

kann man die Ordnung verbessern:

PN AT

g /() = TR o). (3.5)

Analog kann man die zweite partielle Ableitung konstruieren. Eine geschickte

Wahl ist o ; 2f 1t
I -\ Jr+l T r + r—1
dx? FE) = Ax?

i

+ O(Az?). (3.6)

Wir miissen nun noch unsere Randbedingungen unterbringen. Bei Dirichletschen
Randbedingungen (fir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung) ist
die Funktion f auf dem Rand des zu untersuchenden Gebiets bekannt. Dem 1483t
sich leicht Rechnung tragen, indem man fiir die Ableitungen direkt neben dem
Rand in (B3) oder [BH) einfach fiir die entsprechenden f,1; die vorgegebenen
Werte einsetzt. Bei Neumannschen Randbedingungen ist hingegen die Ableitung

der Funktion f in Normalenrichtung des Randes auf diesem bekannt. Auch dies
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148t sich unterbringen, z.B. indem man % in (BH) an den entsprechenden

Randpunkten durch die vorgegebene Funktion ersetzt. Man beachte jedoch, dass
man hierbei nicht die optimale Nidherung fiir die erste Ableitung verwendet (siehe
B2)) und somit am Rand Genauigkeit verliert.

Krummlinige Koordinatensysteme lassen sich durch Variablentransformatio-
nen mit der geschilderten Vorgehensweise bearbeiten. So wiirde man z.B. in Ku-

gelkoordinaten r, 0, ¢ diese Variablen jeweils dquidistant diskretisieren.

3.2 Potentialproblem

Der Spezialfall p = 0 der Poisson-Gleichung (B) fiithrt auf die Laplace-Gleichung
Ad=0. (3.7)

Wie bereits erwahnt, ist ® in der Elektrodynamik als elektrostatisches Potential
zu interpretieren. Die Laplace-Gleichung tritt jedoch auch in anderen Zusam-
menhéngen auf.

In d = 2 besteht z.B. eine Verbindung zwischen der Gleichung (B7)) und Mini-
malflichen auf einem endlichen Gebiet, wobei ® nun als dritte Koordinate inter-
pretiert werden kann. In diesem Fall korrespondiert g—; ® zu dem Kriimmungs-
radius der Fliche an einem Punkt in Richtung ¢ und dlie Laplace-Gleichung be-
deutet, dass fiir eine Minimalfliche die Summe iiber die Kriimmungsradien ver-
schwindet. Wir wollen diesen Zusammenhang kurz etwas prézisieren. Dazu sei
®(z,y) die z-Koordinaten der iiber dem Punkt (z,y) aufgespannten Fliche. Der

infinitesimale Flacheninhalt an diesem Punkt ist

iy (P00 e u(20 00y [( oy (o)’
ey Ox’ Oy i “ ox' oy ) Ox oy ‘
(3.8)

Damit ist die Oberfliche einer innerhalb eines vorgegebenen Randes aufgespann-

ten Flidche ®(z,y) gegeben durch

Al®) :/d%a(g—i,g—j) | (3.9)

Eine Minimalflache ist definiert als die Flache mit der minimalen Oberflache

innerhalb des vorgegebenen Randes. Die Minimalfliche ist ein Extremum des
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Funktionals A[®] und erfiillt somit das Variationsprinzip

§A
—0. 1
55 =0 (3.10)

Bekanntlich fiihrt die Variationsbedingung auf die Euler-Langrage-Gleichung

0 da 0 da da

_ 4 2 _ T 0. 11
8xég—‘i+0y(5g—‘§ o) 0 (3.11)

. . . . . . 6(1 _
Setzt man die explizite Form von a aus () in (B ein, so ist 55 = 0 und man

findet
) _ 0100 1+a<1>2+a1ac1> Ha@?
 Ora Ox oy Jy a Oy ox
1 /0?°d 0%
— — —+—
a \ 0x? Oy

1 (%0 (00\? 0% (00’
Ta (a— (a—y) "oy (a—) )
00 9 1 0o\*\ 90 9 1 o0 \?
+%%E <1+ <a—y) >+8_y8_y5 <1+ (%> ) . (3.12)
Fiir den Fall dass g—i’ und ?9_3 klein sind, kann man die Beitrige auf der zweiten
und dritten Zeile im Ergebnis vernachlédssigen; der erste Term fithrt dann auf die
Laplace-Gleichung (B). Tatséchlich kann man fiir einen gegebenen Punkt (z,y)
immer lokale Koordianten so wéhlen, dass g—‘i’ = ?9_3 = 0 gilt. Fiir eine globa-
le Sichtweise sind dann allerdings die Transformationen der Koordinatensysteme
zu berticksichtigen und man erhélt einen modifizierten Laplace-Operator. Die-
se Sichtweise fiithrt in Richtung Differentialgeometrie und soll hier nicht weiter
verfolgt werden. Wir halten lediglich fest, dass ein Zusammenhang zwischen der
Laplace-Gleichung (BZ) und Minimalflachen besteht.
Kehren wir nun zur numerischen Behandlung der Laplace-Gleichung zuriick.
Die Diskretisierung (B:0) fithrt auf einem d-dimensionalen hyperkubischen Gitter

mit Gitterabstand Ax; = Ax zu folgender Diskretisierung des Laplace-Operators

AD(E) = g (-205@(?)+Z[®(}+Axe?)+q’(?—&v@)])

+O(Az?). (3.13)
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Damit erhélt man folgende Gitter-Variante der Laplace-Gleichung (B1)

1 d

®(T7) = 7o D {0 (T + Axé) + @ (& — Axé;)} + O(Ax?). (3.14)

i=1

Dies bedeutet, dass das Potential am Platz 7> gleich dem Mittelwert iiber seine
Werte an den 2 d Nachbarplédtzen ist!

Diese Beobachtung legt ein einfaches Losungsverfahren fiir die Laplace-Glei-
chung (BI) nahe, das unter dem Namen Jacobi-Verfahren bekannt ist [TOTT29]:

1. Wiébhle eine beliebige Start-Potential-Konfiguration ® (Z), die allerdings die
geforderten Randbedingungen erfiillt.

2. Berechne

> {D (T + Azé)) + @ (F — A )} (3.15)

=1

1
CI>neu ﬂf’ = 53
(@) = 5
bzw. bestimme P, () fiir Randplitze Z» aus den Randbedingungen.

3. Berechne
0® = max |Ppen (7)) — P (27)] - (3.16)

4. Ersetze ® (Zz) durch @, (7).

5. Fahre bei 2. fort, wenn d® eine vorgegebene Schwelle iiberschreitet. An-

dernfalls hore auf.

3.3 Lineare Gleichungssysteme

Wir kehren nun zuriick zur Poisson-Gleichung ([B). Mit der Diskretisierung (B4

nimmt diese die Form

zd:@(fF+Axia)+<p(fr—Axia) — 20 (%)
Az?

=1 ¢

— —dmp(@)  (317)

an. Bringt man alle bekannte Information in (BI1) auf die rechte Seite und z&hlt

die Stiitzstellen ¥ geeignet durch, so kann dies in die Form einer Gleichung

Ad=1b (3.18)
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gebracht werden. Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Aussage, dass die Dis-
kretisierung einer linearen partiellen Differentialgleichung auf ein lineares Glei-
chungssystem fiir die Werte von ® () an den inneren Punkten ' fiihrt.

Zur Verdeutlichung betrachten wir den Fall von d = 2 rédumlichen Dimen-
sionen und ein quadratisches N x N Gitter. Die Stiitzstellen indizieren wir wie
folgt:

Tp =Ty +r1Ar €1 + 1 Amp €5 = T, mit n=Nry+mr (3.19)

fir 0 < r; < N. Der Einfachheit halber beschrianken wir uns ferner auf Null-
Randbedingungen (® = 0 auf dem Rand). Die Vektoren in (BI8) nehmen dann

folgende Form an:

q)(?o) P(iio)
$ = q)(fpl) . b=—dn pT) (3.20)
O(Zn2_1) p(Zn2_q)

Fiir allgemeine Randbedinungen wiirden die auf dem Rand vorgebenen Werte
ebenfalls zu b beitragen.

Schliefllich lesen wir die Matrix A aus (BI7) ab. Im Fall Az; = Az erhalten
wir folgende N? x N2 Matrix:

—4 1 1
1 e 0
1 :
. 1 -4 0 0 1
A:A—.IQ 1 0 ... 0 —4 1 ) (3.21)
. : B . .
0 IR |
1 1 —4

Die meisten hier nicht explizit angegebenen Eintrége der Matrix A sind 0. Prak-
tisch empfiehlt es sich, die Matrix A nicht explizit zu programmieren, sondern das
Gitter geeignet so zu durchlaufen, dass die Nachbarpliatze zu einem gegebenen
Punkt leicht bestimmt werden kénnen, und dann anhand einer Zuordnung vom
Typ (BI9) zu identifizieren, an welcher Stelle nicht-verschwindende Matrixele-

mente einzutragen sind.
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Wir haben somit die Losung einer diskretisierten linearen partiellen Diffe-
rentialgleichung auf die Losung eines linearen Gleichungssystems (BI8) zuriick-
gespielt. Zur Losung linearer Gleichungen existieren verschiedene Verfahren. So
wurde z.B. in der Einfiihrung in die Rechnerbedienung bereits das Gauf-Verfahren
erwihnt [I5] (Vorlesung vom 08.03.2007 und Aufgabe 2 von Ubungsblatt 4 —
siehe z.B. auch Kapitel 2.1 von [24] oder Kapitel 5 von [29]). Bei der Gau$-
Elimination sind drei geschachtelte Schleifen zu durchlaufen, so dass man O(dim?)
Operationen benotigt, wenn dim die Dimension des Vektorraums ist. Ferner mufl
bei diesem Verfahren die komplette Matrix A gespeichert werden, was zu einem
Speicherbedarf oc dim? fithrt. Konkret betrachten wir wieder das Beispiel d = 2
und eine Genauigkeit, d.h. eine moderate Anzahl von Stiitzstellen N = 100. In
diesem Beispiel ist dim = N? = 10%. Man benétigt somit O(10'?) Operationen
und fast 800MByte Speicher um die Matrixelemente als double-Zahlen (zu 8
Byte) zu speichern. Dies mag zwar auf einem modernen PC noch durchfiihrbar
sein; N = 200 sprengt allerdings definitiv die Mdoglichkeiten eines PCs. Hinzu
kommt, dass direkte Losungsverfahren wie das Gauf3-Verfahren Rundungsfehler
akkumulieren, so dass eine hinreichende Genauigkeit der Losung insbesondere in
den genannten hohen Dimensionen nicht sichergestellt ist.

Die genannten Probleme treten bereits bei der Diskretisierung der Laplace-
Gleichung (B1) auf, und zwar auch fir Fille, die sich mit dem Jacobi-Verfahren
aus Kapitel B2 durchaus 16sen lassen. Das einfache Jacobi-Verfahren ist in diesem
Fall also deutlich effizienter als die GaufBi-Elimination! Die Problematik ergibt
sich daraus, dass wir spezielle Eigenschaften der Diskretisierung A von —A nicht
nuten, wenn wir das Gleichungssystem mit dem Gauf-Verfahren l16sen.

Tatséchlich hat A in (BI8) fiir viele partielle Differentialgleichungen zusétz-

liche niitzliche Eigenschaften, insbesondere
1. Fiir viele Differentialgleichungen ist A symmetrisch (bzw. hermitesch)
A= AT (3.22)
2. Aist diinn besetzt, d.h. die meisten Matrixelemente a,., von A verschwinden.

Im Fall von (BI7) gilt in jeder Zeile r, dass a,s # 0 nur fiir héchstens 2 d+ 1

Werte von s, und zwar unabhéngig von der Grofle des gewédhlten Gitters.

3. A ist positiv definit, d.h.
T-AT>0  fir £#0. (3.23)
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Diese Eigenschaft geht fiir die Diskretisierung A von —A darauf zuriick,

dass dieser Differentialoperator positiv definit ist (man sieht schnell, dass
S 2

— [d%x f(&)* A f(Z) = [d% |V f(f)’ > 0 fiir geeignete Funktionen f(7),

wenn man Randterme ignoriert).

3.3.1 Conjugate Gradient Verfahren

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Naherungslosung des linearen Gleichungssystems
AZ =1 (3.24)

mit einer gewiinschten Genauigkeit zu erhalten, unter der Voraussetzung, dass
A die soeben genannten Eigenschaften 1-3 besitzt. Dieses Ziel wird mit einem
iterativen Verfahren errreicht, das 1952 von Hestenes und Stiefel vorgeschlagen
wurde [I4] und unter dem Namen Conjugate Gradient Verfahren (Konjugierte
Gradienten-Verfahren) bekannt ist (siehe z.B. Kapitel 2.7 von [24], Kapitel 11.9
von [16] oder Kapitel 10.2 von [§]).

Das Conjugate Gradient Verfahren basiert auf der Idee, die Funktion

1 -
f(f)zéf-Af—b-f (3.25)
zu minimieren. In einem Extremal- oder Sattelpunkt gilt fiir symmetrische Ma-

trizen A
0=V /f(@)=A7—b, (3.26)
d.h. ein Extremal- oder Sattelpunkt & der Funktion (B2ZH) ist automatisch eine
Losung des linearen Gleichungssystems (B:24]).
Beim Conjugate Gradient Verfahren nimmt man nun an, dass die Matrix A
symmetrisch und positiv definit ist (beides gilt fiir Diskretisierungen des Opera-
tors —A). Sei 7, die Losung von (B28), d.h. A7y — b = 0. Dann kann man unter

Ausnutzung der Symmetrie von A zeigen, dass
1
f(;f0+:)?’):§f/-/lf/+c (3.27)

mit
To-AZy—b-Zp. (3.28)

N | —

C =

Da A positiv definit ist, gilt @ - AZ > 0 fiir & # 0. Folglich ist @ = 0 das
eindeutige Minimum der Funktion (B27]).
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Abbildung 3.1: [llustration des steilsten Abstiegs.

Wir haben somit gezeigt, dass fiir symmetrische positiv definite Matrizen
A die Losung des Gleichungssystems ([B24]) dquivalent ist zur Bestimmung des
Minimums der Funktion (B2Z3).

Dieses Minimum kann nun iterativ bestimmt werden. Dies soll zuerst mit
einem sehr einfachen Verfahren illustriert werden, der sogenannten Methode des
steilsten Abstiegs. Hier 1auft man jeweils die Funktion f entlang ihrer maximalen
Steigung nach unten. Die Richtung der maximalen Steigung an einem Punkt

ist durch den Gradienten
V(&) = Al —b=:—7, (3.29)
gegeben. Man bestimmt nun einen neuen Punkt
Tpi1 = Tp + T (3.30)

so, dass f(Zx11) bzgl. a minimal ist. Aus der Bedingung 0f/0cy, = 0 leitet man
leicht her, dass
Tl * Th
A =

kR 31
7 - Af, (3:31)

zu wahlen ist. Man beachte, dass aufeinanderfolgende Schritte voneinander un-
abhéngig sind. Rundungsfehler, die unweigerlich immer auftreten, sammeln sich
also nicht an, sondern werden in nachfolgenden Schritten wieder eliminiert.
Man beachte ferner, dass die Matrix A nur in ([B29) auftritt, und zwar als
Matrix-Vektor-Multiplikation A Z),. An dieser Stelle kann man berticksichtigen,
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dass A diinn besetzt ist. Erstens kann man z.B. die Matrix-Vektor-Multiplikation
direkt programmieren und damit darauf verzichten, die Matrix A zu speichern.
Zweitens kann das Matrix-Vektor-Produkt in deutlich weniger als O(dim?) Ope-
rationen ausgefiithrt werden, wenn man verschwindende Eintrége a,; = 0 gar nicht
erst betrachtet. Im Fall von (BI17) 148t sich der Rechenaufwand so auf O(dim)
Operationen reduzieren.

Abb. Bl illustriert das Verfahren des steilsten Abstiegs fiir ein zweidimensio-
nales Beispiel. Man sieht, dass sich die Vektoren 7} allméhlich dem Minimum
entlang einer Zick-Zack-Bahn annihren, wobei auch bereits in Richtung des Mi-
nimums gelaufene Schritte teilweise wieder riickwérts gelaufen werden.

Eine bessere Wahl ist, wenn man nicht einfach immer in Richtung des Gra-
dienten lduft, sondern eine Folge von Vektoren p; wéhlt, die diese steilste Ab-
stiegsrichtung moglichst gut unter der Nebenbedingung approximieren, dass die
Vektoren pp paarweise konjugiert sind. Hierbei bedeutet ‘konjugiert’, dass die

Vektoren bzgl. A paarweise orthogonal sind:
pi-Ap; =0 (3.32)
fiir ¢ £ j.

Man kann zeigen [S[T4], dass die folgende Iterationsvorschrift des Conjugate
Gradient (CG) Verfahrens [16] die gewiinschten Eigenschaften hat:

U = Apk 5
TR Tk
o = D —5,
P - U
Tpy1 = T+ Qppi,
Tk+1 = Tgp — O Uk, (3-33)
3 Tk+1 " Tk+1
k = TS S
Tk Tk
Pk+1 = Thy1 + Bk Di -

Fiir einen gegebenen Startvektor x, sind dabei die folgenden Anfangswerte zu
wéhlen:

Po=To=b—AZ,. (3.34)

Beim CG Verfahren gilt auer (B:32) auch, dass die 7, paarweise orthogonal sind,
d.h. 7} - 7 = 0 fiir 4 # 5 [QIAU16)].
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Abbildung 3.2: Illustration des Conjugate-Gradient Verfahrens.

Aufgrund der Orthogonalitétsrelation (B32) der py ist bei exakter Arithmetik
Ddim = 6, d.h. das CG Verfahren findet theoretisch die exakte Losung in dim
Schritten. Zur Veranschaulichung illustriert Abb. B2 das Verfahren an dem obigen
zweidimensionalen Beispiel (dim = 2) mit demselben #,. In diesem Fall haben
wir die richtige Losung bereits nach dem 2. Schritt!

Fiir grofle Matrizen kommt man sogar meistens mit deutlich weniger als dim
Schritten aus, um die Losung mit einer gewiinschten Genauigkeit zu approximie-
ren. Man kann zeigen (vgl. Kapitel 11.10 von [T6]), dass sich sowohl beim steilsten
Abstieg als auch beim CG Verfahren das Fehlerquadrat im Schritt £+ 1 um den

folgenden Betrag reduziert:

f(@) = [(@rg1) = o 7 - 7 (3.35)

Die Iteration kann somit abgebrochen werden, wenn die rechte Seite von (B3H)
eine vorgegebene Fehlerschwelle unterschreitet. Beim steilsten Abstieg verifiziert
man (B30) leicht, indem man die Definitionen ([B30) und (B29) einsetzt. Beim
CG Verfahren ist (B3H) eine Konsequenz der Tatsache, dass die Wahl von «y, in
B33 fiir die gegebene Abstiegsrichtung pj, tatséchlich optimal ist [T4].
SchlieBSlich ist zu erwéhnen, dass die Konvergenz des CG Verfahrens durch die

‘Konditionszah!l’ von A

>~

i 3.36
)\min ( )

bestimmt wird (vgl. Kapitel 5.3.6 von [6] und Theorem 10.2.6 von [§]), wobei

Amax und Ay, der grofite bzw. kleinste Eigenwert von A sind. Dies kann man

RaA —
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sich dadurch plausibel machen, dass fiir k4 = 1 alle Eigenwerte von A gleich
sind. Dann mu8 A = A1 sein; der erste Abstiegsvektor py in (B34) zeigt direkt
auf das Minimum und das CG Verfahren liefert die gesuchte Losung mit nur
einem Schritt. Je grofler die Konditionszahl k4 ist (d.h. umso mehr sie von eins
abweicht), desto mehr weichen die Abstiegsrichtungen pj, vom Minimum ab und
umso mehr Iterationen sind erforderlich.

Auch beim CG Verfahren summieren sich die Rundungsfehler im Verlauf
der Iteration. Dies hat zur Folge, dass die Orthogonalitéatsrelation (B32) umso
schlechter erfiillt ist, je grofer |¢ — j| ist. Damit es diese Rundungsfehler vergifit,
sollte man das CG Verfahren nach einigen Iterationen j ‘neu starten’, d.h. Z; als
Startvektor betrachten und mit diesem neue Anfangsbedingungen nach (B34
berechnen.

Das CG Verfahren kann im Vergleich zur hier vorgestellten Variante durchaus
noch verbessert werden, z.B. durch den Einsatz eines Vorkonditionierers. Ein gut
implementiertes CG Verfahren ist fiir die Losung der Diskretisierung einer parti-
ellen Differentialgleichung bei fester Genauigkeit normalerweise deutlich schneller
als das Jacobi-Verfahren aus Kapitel Das CG Verfahren und seine Verallge-
meinerungen konnen dariiber hinaus immer dann eingesetzt werden, wenn lineare
Gleichungssysteme mit diinn besetzten Matrizen A auftreten.

Am Ende dieses Kapitels sei nur kurz erwahnt, dass beachtliche Leistungsstei-
gerungen fiir die diskutierten Randwertprobleme durch den Einsatz sogenannter
Mehrgitter-Verfahren erzielt werden kénnen (siehe z.B. Kapitel 19.6 von [24], Ka-
pitel 5.6 von [I2], sowie [3]). Der Grundgedanke dieser Verfahren ist, schnellere
Konvergenz durch die Kombination von Gittern mit unterschiedlicher Auflésung
zu erzielen. Das Jacobi-Verfahren benotigt z.B. viele Iterationen, bis durch wie-
derholte Mittelung die Randbedingungen in das Innere des Gebiets propagiert
werden. Es liegt somit nahe, dass man deutlich schneller zum Ziel gelangt, wenn
man zuerst auf einem groben Gitter eine gendherte Losung fiir das Gesamtsystem
bestimmt, diese dann auf ein feineres Gitter iibertréigt, wo dann nur noch lokale
Feinkorrekturen durchzufiihren sind. Ahnliches gilt auch fiir das CG Verfahren:
Losungen auf einem Gitter anderer Auflésung kénnen als Startvektoren Z, ver-
wendet werden. Da diese bereits eine gute Ndherung dastellen, konvergiert das CG
Verfahren nun mit wenigen Iterationen gegen die gesuchte Losung. Tatséchlich ist

die Kombination von Mehrgitter- und CG Verfahren besonders leistungsféhig [3].
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Wir wollen uns nun der Zeitentwicklung von partiellen Differentialgleichungen zu-
wenden, d.h. wir nehmen an, dass eine ausgezeichnete Variable t existiert, die wir
,Zeit* nennen. Die Aufgabenstellung besteht nun darin, zu gegebenen Anfangsda-
ten fiir eine Zeit ¢y die Entwicklung des Systems fiir spétere Zeiten zu bestimmen.
In der Physik tritt diese Aufgabe bei vielen zeitabhéngigen Problemen z.B. in der
Quantenmechanik oder der Elektrodynamik auf; in der Mathematik wird diese
Fragestellung als Anfangswertproblem bezeichnet.

Das diskretisierte Anfangswertproblem wird in Abb. BTl veranschaulicht. Nun
sind Anfangswerte fiir eine Vektor-wertige Funktion @ gegeben und die Diskreti-
sierung der partiellen Differentialgleichungen diktiert die Entwicklung der Funk-
tion zu spéteren Zeiten t. Auch hier benétigt man Randbedingungen, allerdings
nur beim jeweils néchsten Zeitpunkt, um dort das Verhalten der Funktion festzu-
legen. Das Anfangswertproblem kann nacheinander fiir diskrete Zeitschritte gelost
werden, so dass andere Algorithmen als z.B. die in Kapitel B vorgestellten Ver-
fahren fiir Randwertprobleme zum Einsatz kommen. Auch zu diesem Thema gibt
es umfangreiche Literatur, insbesondere sei wieder auf Kapitel 19 von [24], sowie
[T2)25] und Kapitel 6 von [6] verwiesen; einige niitzliche Bemerkungen findet man
auch in Kapitel 10 von [29).

Wir setzen eine lineare Zeitabhéngigkeit voraus und schreiben allgemein

% = L (u(Z,t),2,t) . (4.1)

Hierbei ist £ ein (moglicherweise nicht-linearer) partieller Differentialoperator

tA

: gesucht

©® 00000 O0O0O0OO0O0 e
© OO0 00O0O0O0O0O0O0 e
e 00 0 0 0 0 0 0o ¢ < Anfangswerte

} Randbedingunge

-
!

X

Abbildung 4.1: Das diskretisierte Anfangswertproblem.
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bzgl. der rdumlichen Komponenten .

Die Annahme einer ersten Zeitableitung in (B]) ist tatsdchlich keine Ein-
schréinkung. Ahnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen (siche Kapitel
[C37) konnen ndmlich allgemeine Probleme hoherer Ordnung in der Zeit ¢ auf
die Form (EJl) gebracht werden, sofern sie linear in der Zeit sind. Dies wollen wir

an der Wellengleichung
02V (7,t)
ot?
illustrieren. Nebenbei sei angemerkt, dass c¢ fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit

= AV(F, 1) (4.2)

steht, insbesondere ist ¢ in der Elektrodynamik die Lichtgeschwindigkeit.

Wir schreiben
= (54)
=19
5 |\

und kénnen (E2) dann tatséichlich in die Form

%a - (cgoA (1]) i = £(il) (4.3)
bringen. Man beachte, dass aufgrund der zweiten Ableitung in ([EZ2) Anfangsbe-
dingungen sowohl fiir die Funktion ¥ als auch fiir ihre Ableitung % U vorgegeben
werden miissen. Alternativ kann man bei der Wellengleichung (f22) die Werte von
U zu einem Anfangszeitpunkt ¢, und einem Endzeitpunkt t. vorgeben. Man ge-
langt dann zuriick zu einem Randwertproblem fiir ¢, < t < t.. Im folgenden
wollen wir uns jedoch mit dem Anfangswertproblem beschéftigen.

Neben der rdumlichen Diskretisierung (B:2)) verwenden wir nun auch die dis-

kreten Zeiten t,, die bereits in (LH) eingefiihrt wurden. Ferner fithren wir die

Notation
@ = (T, ty) (4.4)
ein.
Das Ziel ist nun die Berechnung von ﬁ;nﬂ) aus bekannten ﬁff) (sowie ggfs.
ﬁff“l), 6;7%2), ...). Formal wird das Problem durch Integration von (Il gelost:
tnt1
gt = g / dt L (i) (4.5)

tn
Diese Integration ist in Abb. veranschaulicht.
Praktisch mufl das Integral in (EX) ndherungsweise ausgewertet werden. Ei-

nige einfache Moglichkeiten sind:
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t, toes t

Abbildung 4.2: Die in der diskreten Zeitentwicklung ([.1) auftretende
Integration.

11.

Man néhert das Integral durch ein Rechteck mit der Hohe des linken Rand-
punkts:

tn+1
/ dt £(@) ~ At L(7™) .
tn
Dies fiihrt auf das explizite Euler-Verfahren. Nach ([@R) ist ™Y mit dieser

Néherung direkt (,explizit*) fiir gegebenes @™ berechenbar
a"mtY = g™ 4 At L(a™) . (4.6)

Diese Vorschrift zur Berechnung der Zeitentwicklung &hnelt stark dem Euler-
Verfahren ([L20) zur Integration gewohnlicher Differentialgleichungen.
Das explizite Euler-Verfahren (6 ist erster Ordnung in der Zeit, wie man
leicht einsieht, wenn man @ um ¢, Taylor-entwickelt:
ou
ot

—(n+1) _ =(n) 1 82 —
_at a1 o

A7 5 At o5 |+ O(AP). (4.7)

tn

tn

Man kann auch den rechten Randpunkt verwenden, bzw. ¢ um ¢, Taylor-
entwickeln:
ou

Carth — g1 9%
ot N

At 2 ot?

tn+1

Dies fithrt nun auf das implizite Fuler-Verfahren

@t = g™ 4 At L@ (4.9)
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Das unbekannte @™t taucht nun auf beiden Seiten der Gleichung auf, es
handelt sich also um eine implizite Gleichung fiir @™*V, d.h. ein (nicht-
)lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten ﬁffﬂ). Auch dieses Verfah-

ren ist erster Ordnung in At.

iii. Schliefllich kann man durch Kombination von (1) und (8 in bekannter

Weise die Ordnung verbessern. Unter Beriicksichtigung von

0% 02
— = — O(At
Of2 - o2 |, + O(At)
ist ndmlich
1 [ ou ou gt _ ()
— | = — = + O(A). 4.10
2<8tt +8tt> A TOBY) (4.10)
n+1 n
Man erhélt damit das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung
Snt1) _ ) A ) S(n+1)
a =a"+ = (c@™) + L(@"vy) . (4.11)

4.1 Explizite Losungsverfahren

In diesem Unterkapitel werden wir zuerst das explizite Fuler-Verfahren genauer
untersuchen und ein weiteres explizite Losungsverfahren vorstellen, das Nachteile
des Euler-Verfahrens behebt.

4.1.1 Explizites Euler-Verfahren

Das explizite Euler-Verfahren (B.0) ist leicht zu implementieren und sehr schnell.
Es hat aber leider einen grofien Nachteil: Es ist unbrauchbar.
Die Probleme des Euler-Verfahrens werden durch eine Stabilitdtsanalyse of-

fengelegt. Als Beispiel verwenden wir die partielle Differentialgleichung

ou ou

= 4.12

ot~ ox (4.12)
Die Losung dieser Differentialgleichung zu gegebenen Anfangsbedingungen u(x, ty)

uo(z) kann sofort angegeben werden:
u(z,t) =ug(z —v(t —tp)) - (4.13)

Dies bedeutet, dass sich ein vorgegebenes Profil der Funktion v mit konstanter

Geschwindigkeit v unter Beibehaltung seiner Form nach rechts bewegt.
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Die partielle Ableitung nach z in ([@IZ) diskretisieren wir gemaf (BH) und

erhalten fiir diesen Fall des expliziten Euler-Verfahrens

n VAL o,
ug, = ug, ) — N <u£,+)1 — u@1> . (4.14)

Man betrachtet nun Eigenmoden des Differenzenoperators mit festem £

ul™ = g(n, k)ekraT (4.15)

T

Durch Einsetzen in (I4]) iiberzeugt man sich, dass ([EIH) tatsdchlich auf ei-

ne Losung fiihrt, sofern die Koeffizienten g(n, k) die folgende Rekursionsrelation

erfiillen: At
gn+1,k)=g(n,k) (1 - ivA sin(k Aa:)) . (4.16)
x
Diese Rekursionsrelation wird gelost durch
. VAt
g(n, k) = g(k)" g(0, k) mit glk)=1—1 A sin(k Ax) . (4.17)
x
Offensichtlich ist fiir & # 0
A 2
lg(k))> =1+ (UA tsin(k Ax)) >1. (4.18)
x

Die Amplitude g(n, k) wichst also fiir alle k& # 0. Dies ist in krassem Gegensatz
zur bekannten Losung (EI3) und bedeutet, dass das Verfahren immer instabil
ist! Natiirlich liefert (EI4) fiir kurze Zeiten trotzdem verniinftige Losungen. Die
genaue Zeitspanne hingt davon ab, wie grofl der zweite Term in ([IX) ist, d.h.
insbesondere wie grof k bzw. wie glatt die Funktion ug(x) ist. Frither oder spéter
wird man aber immer eine nicht mehr sinnvolle Ndherung erhalten.

Im allgemeinen kann man eine ,,von Neumann-Stabilitédtsanalyse” durchfiihren.
Fiir eine gegebene nicht-lineare Differentialgleichung in @ schreibt man @ = tg+04
und linearisiert durch Entwicklung bis zur ersten Ordnung in du, wobei man an-
nimmt, dass iy bereits eine exakte Losung der Differenzengleichung ist. Die li-
nearisierte Gleichung fiir 64 ist vom Typ (EEIJ), wobei der Koeffizient v natiirlich
vom Entwicklungspunkt uy abhéngt. Zu beantworten ist dann die Frage, ob eine
instabile Eigenmode 04 existiert. Die Existenz einer Instabilitdt bedeutet z.B.,
dass sich Rundungsfehler aufschaukeln werden und ist somit unerwiinscht. Das
oben vorgefithrte Argument zeigt demnach, dass das explizite Euler-Verfahren
immer (d.h. fiir allgemeine Differentialoperatoren £ und allgemeine Anfangsbe-

dingungen) instabil ist.
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4.1.2 Lax-Verfahren

Die Instabilitéit des expliziten Euler-Verfahrens kann darauf zuriickgefiihrt wer-
den, dass sich insbesondere Schwankungen mit grofien k schnell aufschaukeln.
Dies legt eine Regularisierung des Verfahrens durch Glattung nahe. Man ersetzt
in der Entwicklungsvorschrift (E6) den Wert ua durch den Mlttelwert seiner
Nachbarpunkte. In einer rdumlichen Dimension ersetzt man also uT in (E6)
durch 1 ( U, +)1 + ug )1> und erhélt so das explizite Lax-Verfahren

1
) = = (i) + At L), (4.19)

Die Stabilitdtsanalyse fiithren wir wieder repréisentativ fiir die einfache Differen-
tialgleichung (BETZ) durch. Das Lax-Verfahren fithrt nun auf

" 1/ @ n vAt n
u7(~ ) = ) < £+)1 + E’ )1> T AL <u£+)1 - Ui_)1> . (4.20)
Wir betrachten wieder die Eigenmoden EIH), setzen diese in (E20) ein und
erhalten mit g(n, k) = g(k)" g(0, k) folgende Losung

g(k) = cos(k Az) — iUAAt

, sin(k Ax) . (4.21)

Man beachte, dass der erste Summand im Gegensatz zu ([EIZ) nun kleiner als

eins ist. Fiir den Betrag gilt nun

lg(k)[* =1— <1 — (”A—Axt) ) sin?(k Ax) . (4.22)

Damit die Losung nicht anwéichst, sollte |g(k)| < 1 fur alle & sichergestellt sein.
Aus [EZD) liest man ab, dass in der Tat |g(k)] < 1 gilt, wenn die Courant-
Friedrichs- Lewy Stabilitdtsbedingung

At
|v] N <1 (4.23)
erfiillt ist.

Das Lax-Verfahren und insbesondere die Stabilitétsbedingung [EZ3) ist in
Abb. veranschaulicht. Die Bedingung (EZ3) bedeutet nun, dass der durch
die Pfeile definierte Kegel den grau schaffierten physikalischen Ausbreitungskegel
enthélt, d.h. dass die numerische Ausbre1tungsgeschw1nd1gkelt 7 grofer ist als

der Betrag der physikalischen Geschwindigkeit v: E > |v].
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Abbildung 4.3: Das Laz-Verfahren (Z.19). Der Informationsfluff ist
durch Pfeile angedeutet; der graue Bereich zeigt den physikalischen Aus-
breitungskegel.

Es ist ferner instruktiv, [I9) in die Form des expliziten Euler-Verfahrens
(EE6) umzuschreiben:

1 n — —(n —
= (@ = 2a) + @™, ) + AL L),
= @™ + At L(@™), . (4.24)

Den Ubergang von (EE6) zu (ET9) kann man folglich durch Addition eines Terms
zu dem partiellen Differentialoperator £(#) interpretieren, dessen Kontinuums-

form
S a1 (Az)?
L(u) = L(u) + 2 A

A (4.25)

lautet. Dieser Zusatzterm hat die Form eines Diffusionsterms! Beim Ubergang
vom expliziten Euler- zum Lax-Verfahren wurde also eine numerische Dampfung
eingefiithrt (natiirlich mit einem in Abhéngigkeit von der Diskretisierung geeignet
gewihlten Koeffizienten). Dieser Zusatzterm dampft insbesondere hohe k-Moden
und verhindert auf diese Weise deren Anwachsen. Zwar werden auch die kleinen
k-Moden gedampft, so dass auch hier bei langen Zeiten Artefakte auftreten. Die
Déampfung ist bei kleinen k jedoch weniger stark. Mit dem Lax-Verfahren kann
man somit langwellige Eigenschaften (kleine k) iiber Zeitraume verfolgen, bei
denen im expliziten FEuler-Verfahren die hohen k-Moden, die sowieso im Bereich
von Diskretisierungs-Artefakten liegen, bereits stark angewachsen wéaren und die

Losung unbrauchbar gemacht hétten.
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Tatséchlich handelt es sich um eine Standard-Vorgehensweise, numerische
Verfahren durch Addition geeignet gewéhlter Dampfungsterme zu stabilisieren
(siehe z.B. [25]). Solche numerischen Verfahren konnen durchaus Losungen lie-
fern, die von einer mathematisch exakten Losung der urspriinglichen partiellen
Differentialgleichung abweichen. Derartige Abweichungen mogen jedoch vertret-
bar sein, denn die Natur regularisiert Singularitéten ebenfalls durch Einfithrung
von Dissipation. Aus diesem Grund kann man sich vorstellen, dass ein regulari-
siertes numerisches Verfahren ein gegebenes physikalisches Problem sogar genau-
er beschreibt als die urspriingliche idealisierte Beschreibung mit einer partiellen
Differentialgleichung.

Das Lax-Verfahren (ELT9) ist ein erstes Verfahren, das stabil und somit brauch-
bar ist. Leider ist es nur von erster Ordnung in At. Arbeitet man mit zweiter
Ordnung Genauigkeit in Az mufl man also At entsprechend klein wéhlen, d.h.
sehr viele Zeitschritte ausfithren um die Entwicklung iiber einen Zeitraum zu be-
rechnen, der einem raumlichen Gitterabstand entspricht. Nimmt man z.B. @™~
zur Hilfe, so kann man explizite Verfahren konstruieren, die sowohl hoherer Ord-
nung in At, stabil sowie ggfs. frei von Dampfung sind. Ein verbreitetes Verfahren
ist das ,,Leapfrog®- (Bocksprung)-Verfahren; es wird z.B. bei der Simulation von
Tsunamis eingesetzt [9). Wir wollen auf solche Verfahren hier jedoch nicht weiter

eingehen, sondern verweisen auf die Literatur [T22425].

4.1.3 Diffusionsgleichung

Wir machen nun einen Einschub zu der bereits erwidhnten Diffusionsgleichung.
Die Diffusion beschreibt z.B. das Verhalten vieler Brownscher Teilchen. Dies kann
man benutzen, um die Diffusionsgleichung aus der Brownschen Bewegung ab-
zuleiten. Wie wir sehen werden, fiihrt dies auf ein einfaches Beispiel fiir eine
Zeitentwicklungs-Gleichung vom Typ (ETI).

Konkret betrachten wir die Bewegung eines Teilchens auf einem hyperkubi-
schen Gitter in d Dimensionen mit Gitterabstand Ax. Diese sei dadurch cha-
rakterisisert, dass das Teilchen in jedem Zeitschritt zufdillig auf einen seiner 2d
Nachbarplédtze gehe. Die Wahrhscheinlichkeit, dass das Teilchen auf einen gege-
benen Nachbarplatz geht, ist demnach in jedem Zeitschritt 1/2d. Nun kann man
eine Funktion n(Z,t) einfithren, die die Wahrscheinlichkeit beschreibt, das Teil-

chen zur Zeit ¢ auf einem Platz Z zu finden. Fiir diese Wahrscheinlichkeitsdichte
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gilt folgende Bilanzgleichung:

n(Z,t + At) = n(Z,t) (4.26)
+ Lo (ﬂt)+zd:{ (7 + Azej,t) +n(r — Aw ey, t)}
¥ n(x, 2 n(z T €, n(x x €;, )

Die zunéchst etwas kiinstlich wirkende Darstellung der Null durch die ersten bei-
den Terme auf der rechten Seite macht deutlich, dass ein am Platz T sitzendes
Teilchen diesen in jedem Fall verlassen muf}. Die letzten beiden Summanden be-
schreiben Prozesse, in denen ein Teilchen von einem der 2d Nachbarplatze kommt.
Andererseits erkennen wir in den runden Klammern die diskretisierte Form des
Laplace-Operators (BI3) wieder. Wir kénnen (E26]) somit als Euler-diskretisierte

Form der Diffusionsgleichung interpretieren:

0

En(f, t) = D An(Z,t) (4.27)
mit der Diffusionskonstanten D = (ﬁ‘zt Andererseits werden Diskretisierungs-

Details im Kontinuums-Grenzfall Az — 0, At — 0 irrelevant. Somit liefert (E221)
generell die makroskopische Sichtweise fiir einen mikroskopischen Brownschen
Prozess.

Es ist nun nicht besonders schwer, Losungen der Diffusionsgleichung (EE27) zu
untersuchen. Wir wollen dies kurz im Fall einer Dimension illustrieren. Zunéchst

betrachten wir das Integral

z1

I(t) = /dxn(x,t), (4.28)

zo

wobeil die untere Grenze xy sowie die obere Grenze z; des Intervalls durchaus
auch +oo sein kénnen. Aufgrund EZ17) gilt

1

0 0 = 0 B
815[() /dxa (z,t) D/ a:—nxt a—ggn(xt) =0, (4.29)

o

vorausgesetzt, a%n(x, t) verschwindet am Rand. Dies ist z.B. der Fall, wenn man
Neumannsche Randbedingungen auf einem endlichen Intervall betrachtet, oder
aber auch fiir xy = —oo und x; = +00, da hier sowohl die Funktion n(z, t) als auch

deren rdumlichen Ableitungen hinreichend schnell abfallen sollten. Physikalisch
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bedeutet dies, dass Teilchen nicht iiber den Rand in das System hineinkommen
oder es verlassen und somit die Teilchenzahl erhalten ist. Somit ist /(¢) konstant
wie durch (E29) ausgedriickt wird.

Analog kann man das erste Moment von x betrachten:

1

ﬁ?d (t)@D/d & )
g zxn(z, = T2 55,

o

artie a
= Do —n(x,t)

1 z1 o
5 - D /dx %n(x,t)

zo

zo
1

— Dn(x,t)|;, =0, (4.30)

zo

0
= Dz %n(:ﬂ, t)

wiederum unter der Voraussetzung, dass die Randterme verschwinden.
Schliefllich gilt fiir das zweite Moment von = (wir gehen wieder wie oben von

verschwindenden Randtermen aus)

g?dxﬁn(x ty = D 7dxa:2 a—Qn(a: t)
ot ’ B oz

x1

artie a . a
pagtiell ) 2 %n(x,t) $O—2D /dxx%n(a:,t)
x0

z1

z1
artie a x
partiell 1y 2 a_n(x,t) —2Dzn(x,t)|,, +2D /dxn(x,t)
x

Zo
o

= opI@). (4.31)

Als Konsequenz von (E29), ([E30) und E3T) folgt fiir die normierten Erwar-

tungswerte

@0 = g5 [ w0 = @0).

o
x1

@) = % / dea?n(z,t) = 2Dt + (22)(0) (4.32)

o

Man erkennt das fiir Diffusion charakteristische Verhalten: ein Teilchen legt iiber

den Zeitraum eine Strecke zuriick, die mit v/t wichst; da der Weg jedoch in jede
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beliebige Richtung gehen kann, gibt es im Mittel iiber alle Wege keine Fortbewe-
gung ((z)(t) ist konstant).

Auch explizite Losungen der Diffusionsgleichung (E217) kénnen beim Fehlen
von Randtermen relativ leicht angegeben werden. Fiir den Fall einer Dimension
und z € R (d.h. g = —00, 21 = +00) kann die Losung von ([27)) zu gegebenen
Anfangsbedingungen n(zx,0) z.B. als Integral dargestellt werden:

o0

1 z—zg)2
n(x,t) = \/ﬁ / dl‘o TL(I(), 0) e_( 4D(35) . (433)

4.2 Implizites Euler-Verfahren 2. Ordnung

Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir auch das implizite Euler-Verfahren 2. Ord-
nung (ECTT)) vorgestellt, das in der Literatur auch unter dem Namen Crank-
Nicholson-Verfahren bekannt ist (siche Kapitel 19 von [24], Kapitel 10.4 von [29]
und Kapitel 6.2 von [I2]). Dieses wollen wir im folgenden ein wenig genauer dis-
kutieren (siehe auch [25]).

Wir fiithren wieder eine Stabilitdtsanalyse anhand der Differentialgleichung
(T2) durch. Fiir diese Gleichung fithrt (1)) auf

u£n+1)

v At n n n
" — 1Az <“1(ﬁr)1 - Ufu)l + Uv(u:l) - Uq(:;l)) : (4.34)

Wie gewohnt setzt man die Eigenmoden (EIH) in ([34) ein und findet

v At
1,k) = .y

Auflésung nach g(n + 1, k) fithrt auf

sin(kAx) (g(n, k) + g(n +1,k)) . (4.35)

1 — 22 sin(kAx)

1+ i2R% sin(kAx)

gn+1,k)= g(n, k). (4.36)

Da der Vorfaktor vom Betrag eins ist, dndert sich die Amplitude g(n, k) nicht:
lg(n+ 1, k)| = |g(n, k)| . (4.37)

Diese Beobachtung erlaubt bereits eine Auflistung wichtiger Eigenschaften des

impliziten Euler-Verfahrens 2. Ordnung:

@ Es ist immer stabil (die Amplitude g(n, k) wéchst nicht).
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@ Es tritt keine Dampfung auf (die Amplitude g(n, k) nimmt auch nicht ab —

siehe (E3D)).

@ Es ist nach Konstruktion 2. Ordnung in At.

© Die guten Eigenschaften basieren auf einer simultanen Propagation der In-
formation an allen Pldtzen in einem Zeitschritt. Dies bedeutet umgekehrt
eine unendliche numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit von Information.
Storungen an einer Stelle kénnen also instantan Auswirkungen an belie-
big weit entfernten Orten haben. Je nach Fragestellung kann ein solches

Verhalten unphysikalisch sein.

© @™ ist als Losung einer impliziten Gleichung zu bestimmen. Dies macht

implizite Verfahren aufwendiger als explizite Verfahren.

Fiir eine effiziente Implementierung benétigt man also insbesondere ein schnel-
les Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme. Es liegt nahe, an die Ver-
wendung des aus Abschnitt B3] bekannten CG Verfahrens zu denken. Dies ist
jedoch im allgemeinen nicht direkt moglich, wie z.B. die folgende Umordnung von
(34 bereits im linearen Fall zeigt:

VAL ()

v At (n+1) v At (n)
p— u P
4Nz !

u = u,) A ul™ — oAt u™, .
4Ax " 4 Az ! " 4Ax "t

+ "t (4.38)

Diese Gleichung hat die Form A@®+D = Afg() = b. Leider ist die Matrix A nicht-
hermitesch (man beachte die unterschiedlichen Vorzeichen in ({38 vor u™ und
uf,:ﬁl))! Eine der Voraussetzungen fiir die Anwendung des CG Verfahrens ist also

nicht erfiillt.

4.2.1 Bi-Conjugate Gradient Verfahren

Ist A in dem linearen Gleichungssystem (B24) nicht hermitesch, so fithrt Multi-
plikation mit A" auf

TR

AZ=AtAZ=ATb =0, (4.39)

d.h. auf ein lineares Gleichungssystem A7 = l? mit hermiteschem A = ATA. A ist
auBerdem positiv (semi-)definit, d.h. #- AZ > 0 fiir beliebige Vektoren 7.

Zur Losung eines linearen Gleichungssystems (B24]) mit nicht-hermiteschem
A kénnte man also das CG Verfahren auf A = ATA und b = A'b anwenden.
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Gegen diese Vorgehensweise sprechen jedoch Konvergenz-Eigenschaften. Wie in
Unterkapitel B30l erwéhnt, wird die Konvergenz durch die in (B36) definierte

Konditionszahl kontrolliert. Nun ist
Kj = KjKA - (4.40)

Dies fithrt zu entsprechend ungiinstigen Konvergenz-Eigenschaften des CG Ver-
fahrens bei Verwendung der Matrix A.

Das Bi-Conjugate Gradient Verfahren (siehe z.B. Kapitel 2.7 von [24], Kapi-
tel 11.11 von [T6] und Kapitel 5.3.7 von [6]) liefert hier giinstigeres Verhalten.
Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des CG Verfahrens, das mit einem
doppelten Satz Vektoren p;, 75, ;, ﬁi, 7:7, ii; arbeitet. Die Vektoren 7; und 7; sind

paarweise , biorthogonal®:

~

P =0 fiiri#j. (4.41)

Ferner gilt als Verallgemeinerung von (B32), dass die Abstiegsrichtungen ﬁl und

p; zueinander ,,bikonjugiert® sind:
pi-Ap; =0 fiiri #j. (4.42)

Die Iterationsvorschrift des Bi-Conjugate Gradient Verfahrens lautet:

Uy, = Ay, uy, = Al i,
Tk - Tk
Oy = =
Pk - Up
Tl = T+ Dk,
— — — jaR jaR * jaR
Tk+1 = Tp — QpUg, Tkl = Tk — Qp Ug, (4.43)
_ 0 Th41 TR
ﬁk - ~ )
Tk Tk
— — — jaR jaR * jaR
Dkl = The1 + Be Pk, Prt1 = Thy1 + B D -

SchliefSlich sind fiir einen gegebenen Startvektor ¥y Anfangswerte geméf der fol-

genden Verallgemeinerung von (B34 zu wiihlen:

l)

v =Po=Ty=b—AZT,. (4.44)

<

Po =

Auf folgende Eigenschaften dieses Verfahrens sei besonders hingewiesen:
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e Fiir hermitesche Matrizen AT = A ist das Bi-Conjugate Gradient Verfahren

dquivalent zum CG Verfahren.

e Die Konditionierung und damit die Konvergenz ist dem CG Verfahren

gleich.

e Die zusitzlichen Operationen in ([Z3) fithren in etwa zu einer Verdopp-
lung des Rechenaufwands im Vergleich zum CG Verfahren. Insbesonde-

re benotigt man neben der Matrix-Vektor-Multiplikation fiir A auch eine
fiir Af.

Bei der Anwendung im impliziten Euler-Verfahren bietet es sich offensichtlich
an, 4™ als Startvektor zur Bestimmung von @™V zu wihlen. Ist die Anderung in
einem Zeitschritt nicht grof3, konvergiert das Verfahren entsprechend mit wenigen
[terationen gegen die gesuchte Losung.

Zur Mlustration einer moglichen Behandlung von nicht-Linearitdten betrach-

ten wir die Burgers-Gleichung

ou ou

i 4.45

o~ “ox (4.45)
bei der L£(u) = —u 2% ist. Néhert man in £(u("*!) den Funktionswert u"*!) ~

u™, dh. L(ut) ~ —u L ™D fithrt das implizite Euler-Verfahren (EZL)
wieder auf eine lineare Gleichungﬁ. Diese Vorgehensweise kann z.B. iterativ ver-
bessert werden. Dazu betrachtet man eine Folge von Néherungen £(u(™ 1+
—u D 2y (LD ynd beginnt mit w19 = (™). Die skizzierte Vorgehens-
weise bedeutet Abbruch nach der Bestimmung von w1 a~ ¢+ Man kann
jedoch die Losung des linearen Gleichungssystems mehrfach iterieren, bis die Ap-

(n+1,0)

proximationen u eine gewiinschte Genauigkeit erreicht haben.

4.3 Zeitentwicklung in der Quantenmechanik

Im Rest dieses Kapitels soll die zeitabhéngige Schrodingergleichung
L 0U(rt)
B\
RY

numerisch behandelt werden. Durch Diskretisierung der Ortsvariablen wird aus

= HU(7, 1) (4.46)

dem Hamilton-Operator H eine hermitesche Matrix (bei der Diskretisierung ist

°Da die Anderungen in den Ableitungen gréfer sind als in der Funktion selbst, fithrt man
diese Ndherung besser fiir den Wert der Funktion als ihre Ableitung durch.
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darauf zu achten, dass die Hermitizitdt erhalten bleibt). H besitzt somit einen

vollstédndigen Satz von Eigenfunktionen ¥; zu Energie Ej:
HVY; = E;V;. (4.47)

Die Anzahl dieser Eigenvektoren ist endlich und durch die Dimension des diskreti-

sierten Problems gegeben. Ferner sind die Eigenfunktionen paarweise orthogona
/dF\IJ; P (4.48)

Eine erste Moglichkeit zur Berechnung der Zeitentwicklung ist die explizite Be-
stimmung aller Eigenvektoren (LAM), d.h. die vollstdndige numerische Diagonali-
sierung von H. Eine gegebene Anfangswellenfunktion kann dann (z.B. mit Hilfe

von ({AY)) nach Eigenfunktionen entwickelt werden
U(F0)=> a; ;. (4.49)
J

Mit Hilfe von (EZ1) kann die Losung von (EE46) nun leicht angegeben werden

U(Ft) =) aje My, (4.50)
J

Man beachte, dass in einem solchen Zugang die Zeitentwicklung nicht diskretisiert
werden mufl. Allerdings bedeutet die vollstéindige Diagonalisierung von H einen
erheblichen Aufwand. Trotzdem wird dieser Weg z.B. in [30] beschritten.

4.3.1 Differenzenverfahren

In den Unterkapiteln EETl und wurden verschiedene numerische Verfahren zur
Berechnung der diskretisierten Zeitentwicklung partieller Differentialgleichungen
vorgestellt. Diese sollen nun zuerst mit Blick auf IThre Anwendbarkeit fiir die

Schrodingergleichung (E46]) diskutiert werden.
Zuerst stellt man fest, dass (E46) in der Form (EI]) geschrieben werden kann
W, 1)

ot

Man beachte, dass die Quantenmechanik eine lineare Theorie ist, d.h. £ = —%

h
ist hier ein linearer Operator! Nun betrachten wir die Wellenfunktion zu diskre-

= T HU( ) = £(V) (4.51)

ten Zeiten t,,, wie sie insbesondere durch ([CH) gegeben sind. Eine wesentliche

6Hier und im folgenden wird das Skalarprodukt symbolisch als Integral geschrieben; in der
konkreten Realisierung ist jedoch eine endliche Summe auszufiihren.
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Eigenschaft der Quantenmechanik ist die Unitaritdt der Zeitentwicklung, d.h.
die Erhaltung von Wahrscheinlichkeiten. Fiir die diskretisierte Zeitentwicklung

bedeutet dies, dass die Norm der Wellenfunktion erhalten bleiben muf3

[ (En )| = (€ (E)I (4.52)

und zwar fiir alle W(¢,). Es reicht also nicht, Stabilitét des Verfahrens sicherzu-
stellen, sondern es ist die im allgemeinen stérkere Bedingung (EE52) zu erfiillen.
Man beachte, dass es sich hierbei um eine nicht-lineare Bedingung handelt, da
in der Quantenmechanik die Wellenfunktion selbst nicht mefibar ist, sondern nur
ihr Quadrat (die Wahrscheinlichkeitsdichte).

Zuerst betrachten wir das explizite Euler-Verfahren (E0)

U(tar) = U(t,) — At % HU(t,). (4.53)

Nun setzt man eine beliebige Eigenfunktion (A1) ein ¥(¢,,) = ¥;. Dann gilt

U(te) = (1 - At%Ej) v, (4.54)

folglich
At N
()] = (“ (55) ) o (4.59)

Der Vorfaktor auf der rechten Seite ist immer grofer als 1, d.h. (E52) ist immer
verletzt. Das explizite Euler-Verfahren ist also auch in der Quantenmechanik kein
brauchbares Verfahren.

Das erste stabile Verfahren war das explizite Laz-Verfahren [EI9). Aufgrund
der rdumlichen Mittelung kann es nicht allgemein analysiert werden. Wir betrach-
ten somit ein freies Teilchen 2

H=-3-A. (4.56)

Man beachte, dass dies mit (B) fiir die Diskretisierung der zweiten Ableitung in
einer Dimension auf

hQ \IlrJrl —2 \Ilr + ‘Ijrfl
2m Ax?

(HD) = (4.57)

fithrt. Die Eigenfunktionen lauten nun

T = g(n, k) ethrae, (4.58)

T
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Das explizite Lax-Verfahren (EI9) fithrt nun auf

, |
v = (e ) - At H e

2
Ati h?* 2(cos (kAzx) —1)
= (cos (kAz) — o AL

) T (4.59)

wobei in der zweiten Zeile (EEX1) eingesetzt wurde. Fiir die Normen folgt

oy = <0082 (ki) (S )= 1))2> [e®)*. (00

m Ax?

Der Vorfaktor auf der rechten Seite ist im allgemeinen von 1 verschieden, d.h.
(ER2) ist nicht erfiillt. Da die Zeitentwicklung des expliziten Lax-Verfahrens nicht
einmal fiir ein freies Teilchen unitér ist, ist dieses Verfahren in der Quantenme-
chanik unbrauchbar.

Tatséchlich gibt es explizite Differenzenverfahren, die auch in der Quanten-
mechanik verwendet werden kénnen. So wird z.B. in Kapitel 18.4 von [I0] bzw.
Kapitel 16.5 von [I1] die Verwendung eines von Visscher vorgeschlagenen explizi-
ten Verfahrens [28] empfohlen. Einerseits hat dieses Verfahren den Vorteil, dass es
mit reeller Arithmetik implementiert werden kann, andererseits hat es Nachteile
z.B. auf konzeptioneller Seite. Wir wollen daher keine neuen Differenzenverfahren
jenseits den bereits bekannten einfiihren.

Andererseits haben wir das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung noch nicht
auf seine Anwendbarkeit in den Quantenmechanik untersucht. Tatsdchlich wird
dieses implizite Verfahren an verschiedenen Stellen in der Literatur fiir die An-
wendung auf die Zeitentwicklung in der Quantenmechanik empfohlen (vgl. z.B.
Kapitel 19.2 von [24], Kapitel 7.5 von [I8] bzw. [19] (ebenfalls Kapitel 7.5) und
Kapitel 4.5 von [I1]). Das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung [EIT) fithrt auf

(1 + ?—;m) U(te) = (1 - ﬁ—;m) U(t,). (4.61)

Schreibt man dies als ¥(t,41) = U(At)¥(t,), so erkennt man in U(At) =
(]L + % iH)fl (]L — %iH) die Cayley-Transformierte von H wieder. Die durch
(T gegebene Zeitentwicklung ist somit unitér. Um dies auf einem elementaren
Niveau nachzuvollziehen, betrachtet man wieder Eigenfunktionen W(t,) = U,.
Die Relation (BT fithrt dann mit (EZ7) auf
At -
1-— 2—},3 ZEj

V() = —20 "I y(¢,). 4.62
() = A V0 (462)
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Der Vorfaktor in (fE62) ist der Quotient zweier zueinander komplex konjugierter
Zahlen, hat also den Betrag 1. Es folgt, dass die Vorschrift [EZ61l) immer unitér
ist. Glg. (EB1) fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem (B24) mit A = 1+ 54 H.
Auch wenn die Diskretisierung des Hamilton-Operators H hermitesch ist, ist der
Operator A aufgrund des Faktors ¢ manifest nicht-hermitesch. Das Gleichungs-
system (ELGT]) ist also mit dem in Abschnitt 2.7l diskutierten Bi-Conjugate Gra-
dient Verfahren zu losen. Ferner kann die Diskretisierung ‘H zwar héaufig reell
gewihlt werden, jedoch fithrt der Faktor ¢ auf eine explizit komplexe Matrix.
Dieses Verfahren wird somit naheliegender Weise mit komplexer Arithmetik im-
plementiert.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dass weder das explizite Euler-Verfahren
noch das Lax-Verfahren unitér sind, also fiir die Zeitentwicklung der Schrodinger-
gleichung (E46]) untauglich sind. Das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung (EEG1])
kann hingegen auch in der Quantenmechanik fiir beliebige At verwendet werden,
ohne dass prinzipielle Probleme auftreten (natiirlich hingt die Genauigkeit der

gendherten Zeitentwicklung von At ab).

4.3.2 Operator-Splitting

Im folgenden soll ein weiteres Verfahren vorgestellt werden, das konzeptionell

anders arbeitet und somit ggfs. giinstigere Merkmale aufweist als die bisher dis-

kutierten. Dieses Verfahren wird z.B. in Kapitel 16.6 von [I1] kurz erwéhnt.
Formal kénnen wir die zeitabhéngige Schrodingergleichung (246 16sen, indem

wir den Hamilton-Operator exponentieren:
(7, t) = e R (7, 0). (4.63)

Hierbei ist U(t) = e~*"¥/" ein unitirer Operator.

Zur (ndherungsweise) Berechnung der Exponentialfunktion bedienen wir uns
eines Tricks. Um diesen zu erkldren, betrachten wir zunéchst die Exponential-
funktion einer Summe von zwei Operatoren A und B und entwickeln:

2

B = 1 4 e(A+B)+ % (A+ B)? + O(é%)
2

= ]L+e(A+B)+%(A2+AB+BA+BQ)+O(63) (4.64)

2

62 62 62 €
— (1 +€A+§A2) (1 —|—€B+§BQ) —EABJF;BAJFO(@).
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Somit gilt:
2
ecUTB) — e e B _ % [A, B] + O(e%) = e4 e P + O(?) . (4.65)

Diese Identitét ist dann niitzlich, wenn e? und e leichter zu berechnen sind als
oA+B.
Diese Uberlegungen sollen im folgenden auf den Zeitentwicklungsoperator der

Quantenmechanik fiir ein Intervall At angewendet werden:

U(At) = e tHat/n, (4.66)
In diesem Fall liegt die Aufteilung
P
=Ho+V=—4+V({ 4.
H = H, 5 (7) (4.67)

nahe. Die Ndaherung (E63) fiihrt dann mit der Identifikation € = —i At/h auf
U(At) = e Mo AR o=iVAUR L 0 (A?) = U(At) + O (AF?) . (4.68)
Man erhéhlt also folgende Nédherung fiir den Zeitentwicklungsoperator
ﬁ(At) — o iHoAt/h =iV At/h (4.69)

An diesem Ergebnis lassen sich bereits wesentliche Figenschaften des resultie-

renden Verfahrens ablesen:

& Laut [EBY) ist U(At) das Produkt zweier unitérer Operatoren, also manifest
unitér. Dies gilt unabhéngig von der Wahl von At. Man beachte, dass unter
den bisher diskutierten Verfahren nur das implizite Euler-Verfahren unitéar

war.

@ Wie man (@G68) entnimmt, ist die Ndherung zweiter Ordnung in At. Diese

Eigenschaft teilt es mit dem impliziten Euler-Verfahren.

@ Der Fehler wird nach (EG0) durch (V| [Ho, V] | ¥) kontrolliert. Im Fall
[Ho, V] = 0 ist U(At) = U(At), d.h. die Zeitentwicklung wird exakt be-
schrieben. Dies gilt insbesondere fiir ein freies Teilchen (V' = 0). Man be-
achte, dass bei allen anderen bisher diskutierten Differenzenverfahren selbst
in diesem einfachen Fall Abweichungen zweiter Ordnung in At auftreten!
Im allgemeinen ist der Vorfaktor des Korrekturterms zweiter Ordnung mit
der Néherung (6Y) evtl. kleiner, so dass fiir gewiinschte Genauigkeit ein

grofleres At verwendet werden kann als bei Differenzenverfahren.
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@ Die kinetische Energie H ist diagonal im Impulsraum. Somit kann in dieser
Darstellung erstens e Mo &t/h — o=t BE(k) At/h Joicht berechnet werden.
Ferner beobachten wir zunéchst, dass man aus der Diskretisierung (EE57)
leicht folgenden Ausdruck fiir die Energie eines freien Teilchens herleiten

kann:

_ 1?1 cos (kAx)
m Ax?

Betrachtet man nun kAz < 1, so gilt E(k) = % kK*+0O ((kAac)4). An dieser

Stelle kann man im Operator-Splitting-Verfahren eine weitere Verbesserung

E(k) : (4.70)

einbauen, indem man den ezakten Kontinuumsausdruck E(k) = % k% in
die Zeitentwicklung einsetzt und so die Ordnung der Ortsraumdiskretisie-
rung gegeniiber dem Gitter-Ausdruck zweiter Ordnung ([E0) verbessert
(die Ordnung hingt nun von der Gesamtzahl N der raumlichen Stiitzstel-
len ab). Bei hinreichend glattem Potential V(7) kann dann die Zahl der
Stiitzstellen verringert werden. Trotz des im folgenden diskutierten zusétz-
lichen Rechenaufwands zur Berechnug der Exponentialfunktionen kann das
Verfahren bei geeigneten Problemen letzten Endes CPU-Zeit-effizienter sein

als konkurrierende Verfahren.

e Das Potential V ist diagonal im Ortsraum, Hy im Impulsraum, so dass die
Exponentialfunktionen in der jeweiligen Darstellung leicht berechnet wer-
den konnen. Diese beiden Darstellungen der Wellenfunktion | ¥(t,,)) kénnen
mit Hilfe einer Fourier- Transformation ineinander iiberfiihrt werden. Es er-

gibt sich folgendes Verfahren fiir die Berechnung der Zeitentwicklung:

|U(t,)) O VAR (g,

oSt iV AT ()
Impulstaum i (k) At/h e_ivam(tn)> = |\Il@:))
inverse Fourier
I () (4.71)

Eine etwas ausfiihrlichere Diskussion dieses Verfahren findet man z.B. in Kapitel
2 von [, sowie eine Zusammenfassung in Kapitel VI von [22].

Um () praktisch einzusetzen, wird ein effizientes Verfahren zur Berechnung
der Fourier-Transformation benttigt, d.h. die FFT aus Unterkapitel 22 Bei der
Anwendung der FFT auf ein physikalisches Problem sind die Stiitzstellen, die
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in Unterkapitel mit Abstand eins angenommen wurden, noch umzurechnen.

Insbesondere gilt fiir die k-Punkte auf einem Intervall der Lénge L

2
ks = TW 5. (4.72)

Im Impulsraum koénnen die Eigenwerte des Hamiltonoperators eines freien Teil-

chens (Eh0) nun leicht angegeben werden:
Ho U, = EO W, . (4.73)

Allerdings ist bei der Umrechnung des Bereiches 0 < s < N aus der FFT noch zu
beachten, dass der Wertebereich symmetrisch um das Minimum bei £ = 0, d.h.

s = 0 gewéhlt werden sollte. Man wahlt also

2 71'52 ..
E(O) — % _ hg(:,lLQ) , fuI' S S ]\[/27 (4 74)
° 2m W fiir s > N/2.

4.3.3 Doppelmulden-Potential

Als Anwendungs-Beispiel wollen wir im folgenden das Doppelmulden-Potential
untersuchen. Die Diskussion folgt Kapitel 2.5 und 2.6 von [B0]. Gegeben sei der
eindimensionale Hamilton-Operator

2
b
_ 4.
H ™ + V(x) (4.75)
mit
o (T —x)* (x4 x)?
812, ‘

V(z) =mw

(4.76)

Der Vorfaktor ist hierbei so gewéhlt, dass BB—;V’ tp = mw? ist. In der Nihe von
+x,, hat man somit ndherungsweise jeweils einen harmonischen Oszillator der
gewohnten Form

1 2

V(z) ~ 3 mw® (x £ x,,) (4.77)

fir |z + ,,,| < ,,. Das Doppelmulden-Potential (EZ76) ist in Abb. EZ4 skizziert.
Die beiden Minima bei +x,, sind durch eine Barriere der Héhe V(0) = mw? 22, /8
getrennt. Fiir x — Z+oo geht das Potential in den anharmonischen Oszillator
V(x) ~ z* iiber.

Bei £z, findet man nidherungsweise harmonische Oszillatoren der Frequenz
w. Als erste Naherung kann man bei einer hinreichend hohen Barriere, d.h. hinrei-

chend groflem Abstand z,,, die Niveaus dieser beiden harmonischen Oszillatoren
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v VA vy

Abbildung 4.4: Das Doppelmulden-Potential.

betrachten. Die Grundzustandswellenfunktion eines harmonischen Oszillators hat
die Form
U, (z) = Ce /2, (4.78)

Im Prinzip konnte man o und z, in dieser Wellenfunktion fiir das Potential (EZ0])
optimieren. Dies ist jedoch miihselig, so dass wir ndherungsweise die Grundzu-
standswellenfunktionen der harmonischen Oszillatoren ([77) bei £z, verwen-

den:
x, = tx,, a="% (4.79)
h
Demenstprechend finden wir fiir die Energie ndherungsweise die Grundzustand-

senergie eines harmonischen Oszillators:

1
B~ hw. (4.80)

In einer Simulation kann die Energie der Wellenfunktion (@Z8) als Erwartungs-

wert des Hamilton-Operators gemessen werden:

(V| H W)

) (4.81)

E = <’}—[> =
Wiéhlt man als Anfangswellenfunktion V(z, ¢t = 0) = Uy, (z), d.h. setzt man
ein Teilchen bei ¢ = 0 in eines der beiden Minima, so ist dies keine Eigenfunk-

tion. Klassisch wiirde ein Teilchen natiirlich im Minimum (‘Grundzustand’) bei
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+ux,, liegen bleiben, quantenmechanisch kann es jedoch in das Nachbarminimum
tunneln.
Eine verbesserte Néaherung fiir die Eigenfunktionen ist folgende Kombination

der Wellenfunktionen ¥, :
Vo=V, +W_, Uy~v, —v_, . . (4.82)

Die Berechnung der Energie dieser Wellenfunktionen fiir das Potential (0]
ist nicht ganz trivial. Jedoch folgt aus dem Knotensatz, dass der Grundzustand
symmetrisch ist und der erste angeregte Zustand antisymmetrisch, d.h. wir iden-
tifizieren ¥ als Grundzustand.

Einen Ausgangszustand, bei dem sich das Teilchen links befindet, kénnen wir

also als

Wl t = 0) = Wy, (2) & 5 (To(x) — U (a)) = (et = 0) (4.83)

schreiben. Hierbei haben wir die Kombination der exakten Eigenfunktionen W,

und W, als ¢ bezeichnet. Fiir deren Zeitentwicklung gilt:

o(x,t) = (e7*F0 Uy (z) — et Ert/R Uy (z))

N —

) 1 .
ot Eot/h 5 (\Ilo(x) _ o—i(Bi—Eo)t/h 11,1(:,5)) ' (4.84)

Man liest ab, dass ¢(x,t) < W_, (z) fir t = n7, bzw. ¢(x,t) < ¥, (z) fir

t= (n + %) T mit ganzzahligen n und

271 h

TZiEl—EO‘

(4.85)

Dementsprechend findet man Oszillationen z.B. in dem Erwartungswert des Ortes

(2)(8) ~ —1y cOS (@) | (4.86)

T

In einer Simulation kann man nun z.B. (z)(¢) messen, aus ([EE6) die Periode 7
bestimmen und schlieBlich aus ([E8H) die Tunnel-Aufspaltung F; — Fy ablesen.
Beimischung von hoheren angeregten Wellenfunktionen in W(z,t = 0) fithrt zu
hoherfrequenten Beitridgen in den Oszillationen von (z)(t). Die kleinste Oszilla-
tionsfrequenz o 1/7 ist dennoch im allgemeinen gut abzulesen, so dass E; — Ej

ziemlich genau bestimmt werden kann.
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Bisher haben wir gezeigt, wie Energie £ und die Tunnel-Aufspaltung F, — E
aus einer zeitabhingigen Simulation bestimmt werden konnen. Zur Bestimmung
der Grundzustandsenergie kénnten wir nun im Sinne von [@R3) E ~ 1 (Ey + E1)
schétzen. Dies ist jedoch nicht besonders genau, so dass eine direkte Bestimmung
von FE, wiinschenswert ist. Dies léf3t sich beim Operator-Splitting-Verfahren mit
einem kleinen Trick bewerkstelligen. Die Idee ist, den Beitrag einer Eigenfunktion
U, mit einem Faktor e~ Fi"%/" zu ddmpfen. Normiert man ¥(x,t) jeweils neu, so
bleibt fiir grofle ¢ nur ¥ iibrig. Bei der Implementierung ersetzt man entsprechend

in der Zeitentwicklung

eiHU/h  _ —iH(t—in)/h (4.87)

Man verwendet also den gewohnten Algorithmus fiir die Zeitentwicklung, wéhlt
den Zeitschritt jedoch komplex At € C mit Sm(At) < 0. Normiert man weiterhin
U(x,t) nach jedem Zeitschritt neu, so konvergiert W(z,t) — Wo(z). Somit kann
schlieSlich die Grundzustandsenergie als Erwartungswert des Hamilton-Operators
bestimmt werden (H)(t) — Eq.
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5 Zufallsgeneratoren

Wir wollen uns im folgenden mit Monte-Carlo Verfahren beschéftigen. Hierzu
werden Zufallszahlen benotigt. Spéter in diesem Kapitel werden wir zeigen, dass
sich allgemeine Verteilungen P(z) von Zufallszahlen x aus Gleichverteilungen
herleiten lassen, so dass wir uns zunéchst auf Gleichverteilungen in einem Intervall
konzentrieren.

Wir suchen also Folgen von ,,Zufallszahlen* x; mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Zufallszahlen sollen auf einem gegebenen Intervall gleichverteilt sein.
Fiir FlieBkommazahlen verwendet man meistens eine Gleichverteilung auf
dem Intervall [0, 1], bei ganzen Zahlen ein Intervall [0,n] mit einer festen

ganzen Zahl n.

(ii) Zwischen den einzelnen z; sollen keine nachweisbaren Korrelationen beste-
hen, d.h. sind xg, ..., x;_1 bereits bekannt, soll keine Vorhersage fiir das

Ergebnis der Zahl x; moglich sein.

Bekannte Verfahren zur Erzeugung von ,,Zufallszahlen“ sind z.B. Wiirfel oder
Roulette. Bei physikalischen Realisierungen mag man u.a. an (radioaktive) Zer-
fallsprozesse und thermisches Rauschen in elektronischen Schaltkreisen denken.
Nun gilt es allerdings zu bedenken, dass moderne Computer Taktfrequenzen im
GHz-Bereich aufweisen, so dass man durchaus bei einem Bedarf von > 10° zufalli-
gen Bits in der Sekunde landet. Solche Raten sind schwer zu realisieren, wenn
dabei gleichzeitig die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt sein sollen (d.h. Gleichver-
teilung und fehlende Korrelationen — beides mit hoher Genauigkeit).

Daher beschreitet man meistens einen anderen Weg und verwendet eine ,,chao-
tische* (also moglichst nicht vorhersagbare), aber deterministische Berechnungs-
vorschrift. Derart erzeugte Zahlenfolgen sind natiirlich nicht mehr zuféllig, so dass
man auch von ,,Pseudo-Zufallszahlen“ spricht.

Eine wichtige Referenz fiir Zufallsgeneratoren ist der Anfang von Kapitel 7
von [24]. Diskussionen von Pseudo-Zufallsgeneratoren findet man z.B. auch in
Kapitel 12.6 von [10], in Kapitel 7.9 von [I1]], Kapitel 2.2.5 von [21] sowie Kapitel
4 von [30).
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5.1 Pseudo-Zufallsgeneratoren

Wir wollen nun Beispiele fiir Pseudo-Zufallszahlsgeneratoren diskutieren. Wie be-
reits erwéahnt, sind diese durch eine deterministische Berechnungsvorschrift cha-
rakterisiert, die ggfs. mit einem Gedéchtnis arbeitet.

Dieser Zugang hat natiirlich verschiedene Nachteile. Zunéchst ist jedes x; prin-
zipiell vorhersagbar (insbesondere dann, wenn man die Berechnungsvorschrift
kennt). Ferner ist der Informationsgehalt der Berechnungsvorschrift zusammen
mit dem Gedéchtnis klein gegen eine Folge von echten Zufallszahlen mit einer
typisch benotigten Léange. Genauer gesagt ist die einzige Moglichkeit, eine Folge
echter Zufallszahlen zu reproduzieren das Speichern der kompletten Folge, d.h.
aufgrund der Unvorhersagbarkeit der jeweils néchsten Zufallszahl existiert keine
Berechnungsvorschrift, die (deutlich) kiirzer ist als die Folge der Zufallszahhlen
selbst. Hingegen benotigt man typischerweise nicht besonders viel Speicher, um
die Berechnungsvorschrift und das Gedéchtnis eines Pseudo-Zufallszahlsgenerators
zu speichern. Pseudo-Zufallszahlszahlen sind aus diesen Griinden prinzipiell nicht
wirklich zuféllig, so dass man grundsétzlich immer testen muf, ob ein bestimmter
Zufallsgenerator fiir einen gegebenen Zweck brauchbar ist.

SchlieBSlich erzeugt jeder Pseudo-Zufallsgenerator die gleichen Folgenglieder x;,
wenn er sich im gleichen Zustand befindet. Da die Zahl der méglichen Zustédnde
immer endlich ist, sind alle Pseudo-Zufallsgeneratoren periodisch. Fiir praktische
Anwendungen sollte man darauf achten, dass die Periode lang genug ist, d.h. grof3
gegen die Anzahl der benoétigten Zufallszahlen. Auf keinen Fall sollte man mehr
Pseudo-Zufallszahlen verwenden als die Periodenlénge des Generators.

Ein positiver Randeffekt ist andererseits, dass die Ergebnisse reproduzierbar
sind. Typischerweise befindet sich ein Pseudo-Zufallsgenerator beim Programm-
start jeweils im gleichen Zustand, so dass das Verhalten eines Programms repro-
duzierbar sein sollte. Ein reproduzierbarer Programmablauf ist z.B. wichtig fiir
die Fehlersuche.

Als erstes Beispiel wollen wir linear kongruente Zufallsgeneratoren diskutieren.

Diese Generatoren verwenden eine Rekursionsrelation fiir ganze Zahlen I;:
Liyi=al,+c (modm) (5.1)

mit geeignet gewéhlten ganzzahligen a, ¢, m. Das ,,chaotische® Verhalten wird in

dieser Generatorklasse durch die modulo-Operation erzeugt. Je nach Wahl der
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Parameter kénnen linear kongruente Generatoren gut oder schlecht sein. Erfah-
rung zeigt, dass die Wahl ¢ = 0 bei guter Wahl von a und m keine schlechteren
Generatoren liefert als ¢ # 0. Wir werden uns daher auf den Fall ¢ = 0 konzen-
trieren.

Der Rekursionsrelation (B]) sieht man leicht an, dass die Zahlenfolge peri-
odisch ist, d.h. es existiert eine Periodenlédnge k, so dass I, = I, fiir alle n ist.
Da I,, maximal m verschiedene Werte annehmen kann und I,, ferner alle weiteren
Folgenglieder eindeutig bestimmt, ist die Periodenlénge eines linear kongruenten
Generators maximal m, d.h. es gilt £ < m. m sollte also moglichst grof3 gewahlt
werden.

Wie bereits erwihnt, ist die Giite der Zufallsgeneratoren zu testen. Zunéchste
sollte man die Gleichverteilung der erzeugten Zufallszahlen iiberpriifen; kritischer
sind jedoch meist Korrelationen in der Folge der erzeugten Zufallszahlen.

Die Gleichverteilung und die Paarkorrelationen (z,, x,_,) (z, ist das auf [0, 1]
normierte [,,) kann man einem einfachen geometrischen Test unterwerfen: Man
zeichnet Punkte, deren z- bzw. y-Koordindaten durch zwei aufeinanderfolgende
Zufallszahlen x,,_; und z,, gegeben ist. In diesem Test sollte die Ebene gleichméfig,
d.h. ohne erkennbares Muster, ausgefiillt werden.

Hohere Korrelationen kénnen ebenfalls relevant sein. Die néchste Korrelati-
onsfunktion ist die Tripletkorrelation (x, z,,—, x,_s). Fiir diese gilt in dem Fall,
dass die Folgenglieder unkorreliert sind:

s (1\® 1
(st = () o) o =@ = (5) =50 62
Man beachte, dass die Annahme von Unkorreliertheit an dieser Stelle insbeson-
dere bedeutet, dass n, n — r sowie n — s paarweise verschieden sind, d.h. (&2
gilt nur fiir r #2 0, s # 0 und r # s.
Wir wollen nun ein paar Beispiele linear kongruenter Zufallsgeneratoren (B.1l)

diskutieren:

1. a=2% —1=232767, m =2 —1 =65 535 c=0. Abb. B0l zeigt die von
diesem Generator erzeugten Paare (x,_1, 2, ). Offensichtlich handelt es sich
um einen sehr schlechten Generator. Ein Grund hierfiir ist, dass m zu klein

gewahlt ist.

2. a = 65 539, m = 231 = 2 147 483 648, ¢ = 0 (dieses a ist eine Prim-

zahl). Dieser Generator war zeitweise auf IBM-Grofirechnern weit verbrei-
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Abbildung 5.1: Von dem linear kongruenten Zufallsgenerator mit a =
215 —1 =232 767, m = 2'° —1 =65 535, c = 0 erzeugte Paare (x,_1,2,).

tet. Tatséchlich diskutieren Binder und Stauffer (zwei Pioniere der Monte-
Carlo Methode) diesen Generator in Kapitel 1.1.1 des Buches [2] als Haupt-
beispiel. Binder und Stauffer bemerken selbst, dass dies kein besonders
guter Generator ist. Der Kommentar in Kapitel 7.1 von [24] zu diesem
Generator ist hingegen vernichtend: ,,... choices of m, a, and ¢ have been
botched“ (,,verpfuscht*). Ein Defizit dieses Generators ist leicht zu sehen:
Aufgrund der Mulitplikation mit einer ungeraden Zahl mit anschlieender
modulo-Bildung mit einer geraden Zahl bleibt das unterste Bit der Folge I,
erhalten, d.h. ein ungerades I, fiihrt zu einer Folge, deren Glieder I, alle
ungerade sind, ein gerades [ fiihrt hingegen zu einer Folge, deren Glieder
I,, ausschliefllich gerade sind. Das Hauptproblem dieses Generators sieht
man jedoch in Abb. B2 Fafit man drei aufeinander folgende Zufallszahlen
Tp_o, Tn_1, Tn als Koordinaten eines Punktes in drei Dimensionen auf, so
findet man nur eine sehr geringe Anzahl von Ebenen. Im allgemeinen gilt,
dass die k-Tupel von k aufeinander folgenden mit einem linear kongruenten
Generator erzeugten Zufallszahlen auf (k — 1)-dimensionalen Hyperebenen
liegen, wobei es hichstens /m solcher Hyperebenen gibt [24]. Im hier vor-
liegenden Fall m = 23!, k = 3 wiiren im Prinzip etwa 1 290 Ebenen méglich

— wie man Abb. entnimmt, sind es tatsédchlich deutlich weniger.
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Abbildung 5.2: 10* von dem linear kongruenten Zufallsgenerator mit
a = 65 539, m = 23 = 2 147 483 648, ¢ = 0 erzeugte Triplets

(xn72a Tp—1, xn) -

3. a="T7"=16807, m =23 —1 =2 147 483 647, c = 0. Dies ist der ,, Minimal
Standard“ Generator von [24]. Der Name ,Minimal Standard“ soll dabei
andeuten, dass dies zwar nicht unbedingt ein guter Generator ist, dass man

aber keinen Generator verwenden sollte, der schlechter ist.

Auch ein guter linear kongruenter Generator hat Probleme. Zunéchst sind
die niedrigen Bits der [; weniger zufillig als die hohen (ein besonders deutliches
Beispiel hierfiir war unser zweites Beispiel). Wird nur ein kleinerer Wertebereich
bendtigt, sollte man also nie die unteren, sondern immer nur die oberen Bits ver-
wenden. Insbesondere sollte man auf die Zufallszahlen keine modulo-Operation
anwenden. Ferner ist die Periode vergleichsweise kurz, d.h. man erhélt typischer-
weise maximal von der Ordnung 10® verschiedene I;, danach wiederholt sich die
Zahlenfolge.

Schieberegister-Zufallsgeneratoren stellen eine zweite verbreitete Generator-
Klasse dar. Diese Generatoren verwenden ein Register und folgende Rekursions-
relation

I,=1,," I,. (5.3)

Hierbei haben wir wie bereits in Unterkapitel EZ1] das Symbol ~ fiir ein bitweises

exklusives oder verwendet.
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Abbildung 5.3: Werte der Tripletkorrelation (x, T, x,_s) in dem
Schieberegister-Zufallsgenerator R250.

Schieberegister-Zufallsgeneratoren besitzen verschiedene Vorteile. Zunéchst
stellt ein grofleres Gedéchtnis sehr lange Perioden sicher. Ferner sind alle Bits
gleich zufillig, wenn die Anfangsbelegung des Registers gut gewéhlt ist, d.h. wenn

die ersten max(p, q) Zahlen I,, geeignet gewéahlt werden.

Ein populédrer Schieberegister-Generator ist unter dem Namen ,,R250¢ be-
kannt. R250 ist durch die Parameter p = 250 und ¢ = 147 definiert. Bei diesem
Generator sind die Paarkorrelationen (z, x,_;) in Ordnung. Abb. zeigt einen
Ausschnitt der Tripletkorrelation (z,, z,_, x,_s) fiir R250. In den meisten Fillen
beobachtet man den nach (B22) erwarteten Wert von 0.125. Allerdings beobachtet
man ein deutliches Signal bei r = p, s = ¢ (bzw. dem in Abb. nicht gezeigten,
aber dquivalenten Fall r = ¢, s = p): Fiir R250 findet man einen deutlich er-
niedrigten Wert (x,, 2,,_250 Zn_147) =~ 0.107. Aufgrund des Bildungsgesetzes (B.3))
ist diese Korrelation bei » = p und s = ¢ nicht iiberraschend, sie kann aber zu
systematischen Abweichungen im Ergebnis einer Simulation fithren. Ein beson-
deres drastisches Beispiel findet sich in [26], hier wurden durch R250 verursachte

systematische Fehler im Ergebnis von bis zu 20% beobachtet.

Im allgemeinen reicht auch kein ,Durcheinanderwirbeln“ der Zufallszahlen
durch den Algorithmus, um ein korrektes Ergebnis sicherzustellen. Dies ist spéte-
stens seit der , Ferrenberg-Landau-Affiare“ bekannt [B]. In dieser Arbeit wurden
Simulationen mit einem Algorithmus durchgefiihrt, der dem Augenschein nach

nicht empfindlich auf vereinzelte Korrelationen reagieren sollte. Dennoch wurden
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bei verschiedenen zu dieser Zeit beliebten Zufallsgeneratoren statistisch signifi-
kante systematische Fehler im Ergebnis nachgewiesen [5]; auch fiir R250 wurden
bereits hier Probleme berichtet, wobei der Grund fiir das Versagen des Generators

weniger offensichtlich ist als in der spédteren Arbeit [26].

Es gibt viele andere Pseudo-Zufallsgeneratoren sowie Methoden um Eigen-
schaften von Zufallsgeneratoren zu ,,verbesseren“. Man sollte sich dennoch im-
mer daran erinnern, dass kein Pseudo-Zufallsgenerator perfekt sein kann, da er
grundsétzlich immer weniger Information enthélt als eine (hinreichend lange)
Folge echter Zufallszahlen. Dies gilt auch fiir den in Kapitel 7.1 von [24] als ,,per-
fekt“ angepriesenen Zufallsgenerator ran2(). Tatséchlich ist ran2() fiir in der
Physik verbreitete hochgenaue Simulationen ungeeignet. Der Grund hierfiir liegt
in einer Korrelation der Summen von Zufallszahlen. Konkret treten Probleme in
solchen Situationen auf, in denen eine kleine Zufallszahl auf viele grofle Zufalls-
zahlen folgt. Es sei dem Leser iiberlassen, diese Korrelation von ran2 () mit einem
statistischen Test nachzuweisen und das in [24] ausgelobte Preisgeld von $1000

einzufordern.

Ferner sei daran erinnert, dass Pseudo-Zufallsgeneratoren fiir gewohnlich nach
jedem Programmstart die gleiche ,,Zufalls“folge liefern. Will man also durch Wie-
derholung der Simulation die Statistik verbessern, so ist darauf zu achten, dass der
Zufallsgenerator beim erneuten Programmstart geeignet initialisiert wird. Dies
kann von Hand geschehen, oder z.B. iiber die Systemzei‘ﬂ. Dariiber hinaus stellt
z.B. Linux unter /dev/random einen Pool von Zufallszahlen zur Verfiigung [20].
Diese Verwaltung von Zufallszahlen mit Hilfe des Betriebssystems ist in erster
Linie fiir kryptographische Zwecke gedacht, sie kann aber natiirlich auch zur In-
itialisierung eines Pseudo-Zufallsgenerators verwendet werden — fiir eine direkte
Verwendung in Monte-Carlo-Simulationen liefert das Betriebssystem Zufallszah-
len allerdings nur mit einer deutlich zu niedrigen Geschweindigkeit, so dass wir

hier auf Pseudo-Zufallsgeneratoren angewiesen sind.

7 Bei einer Abfrage der Systemzeit ist natiirlich darauf zu achten, dass evtl. mehrere Abfragen
deutlich ldnger auseinander liegen als die Zeitauflosung der Uhr.
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5.2 Andere Verteilungen

Eine Methode, andere Verteilungen zu erzeugen, basiert auf folgender Uberle-
gung: Eine Gleichverteilung P(x) auf [0, 1] ist charakterisiert durch
1 1
/dx P(x) f(x) = /dx f(x) (5.4)
0 0

fiir jede beliebige Funktion f(z). Nun wenden wir eine Substitution y = y(x) auf

B

1 y(1)
JaP@ i@ [ 4T Pe W, (5.5)
0 y(0)
Nun kann man d
P(y) = 3. P(y) (5.6)

als neue Verteilungsfunktion auffassen (vorausgesetzt, dass P(y) > 0 gilt; die
Normierung [ dy P(y) = 1 erbt P(y) von P(z)). Wir konnen also durch Sub-
stitution y = y(x) aus einer Gleichverteilung P(z) eine andere Verteilung P(y)
erzeugen.

Ein wichtiges Beispiel fiir diese Konstruktion ist die Exponentialverteilung.
Hier erzeugt man aus einer in |0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen x eine neue
mittels

y(x)=—Inzx, (5.7)

wobei y € [0,00] gilt. Die Umkehrfunktion von (&) ist z(y) = exp(—z). Die

neue Zufallsvariable y ist also nach (B6) exponentiell verteilt, denn

- dx
Py) = |==
(v) A

Der Betrag entsteht hier dadurch, dass wir die Integrationsgrenzen y(0) = oo

=e Y. (5.8)

und y(1) = 0 vertauscht haben. Diese Methode, aus einer gleichverteilten Zu-
fallsvariablen x mit Hilfe der Transformation (B7) eine exponentiell verteilte
Zufallsvariable y zu erzeugen wird z.B. bei der Simulation von (radioaktiven)
Zerfallsereignissen verwendet.

Mit der einfachen Transformationsmethode (BH) erhélt man allerdings nur
solche Zufallsverteilungen P(y), deren Umkehrfunktion existiert, die also insbe-
sondere monoton sind. Eine Erweiterung ist die Verallgemeinerung der Transfor-

mation auf hohere Dimensionen, d.h. mehrere Variable. Ein wichtiges Beispiel
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Abbildung 5.4: Illustration der Verwerfungs- (,Rejection“-) Methode
zur Erzeugung einer beliebigen Zufallsverteilung f(x).

ist die ,,Box-Muller“-Methode zur Erzeugung einer Gauflverteilung. Man beginnt
mit zwei Zufallsvariablen zy, x5, die beide in dem Intervall [0, 1] gleichverteilt

sind. Uber die Transformation

y1 =/ —2 Inz; cos(2m zs), Yo = /=2 Inz; sin(27 x) (5.9)

fithrt man dann zwei neue Zufallszahlen y; und y, ein. Eine kurze Uberlegung

zeigt (siehe z.B. Kapitel 7.2 von [24]), dass y; und yo Gauflverteilt sind:

Plys) = Plys) = Ply) = %27 o2, (5.10)

Wir wollen diese Aussage hier nicht weiter begriinden, sondern in den Ubungen
lediglich nachpriifen, dass mit (B3] erzeugte Zufallszahlen tatséchlich der Gau$-
verteilung (B210) gentigentl.

Auch mit einer mehrdimensionalen Substitution bekommt man allerdings
nicht beliebige Verteilungen. Dieses Ziel erreicht man mit der Verwerfungs- (,,Re-

jection“-) Methode, die in Abb. B4l skizziert ist. Hier erzeugt man zunéchst eine

8 In [24] wird folgende , Verbesserung® bei der Implementierung vorgeschlagen: Zur Ver-
meidung der trigonometrischen Funktionen ziehe man zwei Zufallszahlen v1, vo, so dass die
Punkte (v1,v2) uniform im Einheitskreis verteilt sind (d.h. man zieht v; und v uniform in
[—1,1] und behilt nur die Paare, die 0 < v{ + v3 < 1 erfiillen). Hierbei ist der Aufwand zur
Erzeugungen zusétzlicher Zufallszahlen gegen die Berechnung von sin und cos abzuwégen. Auf
einem modernen Rechner und mit einem guten Zufallsgenerator wie z.B. random() in C kann
die ,verbesserte“ Auswertung aus [24] tatsichlich geringfiigig langsamer sein als die direkte
Auswertung von ([E3).
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Zufallszahl xy und anschlieSend eine zweite Zufallszahl y. Die erste Zufallszahl
xo wird nur dann akzeptiert, wenn y < f(z) fir die gewiinschte Verteilung f(x)
gilt, andernfalls wird ein neues zy gezogen. Die Rejection-Methode wird vorzugs-
weise mit einer Transformation kombiniert. Auf diese Weise kann man dann z.B.
die Gamma-, Poisson- und die Binomial-Verteilung erzeugen (siehe Kapitel 7.3
von [24]).

5.3 Monte-Carlo-Integration

Wir wollen nun eine erste Anwendung fiir unsere Zufallsgeneratoren kennen ler-
nen, nédmlich die Berechnung von Integralen. Es mag auf den ersten Blick ein
wenig ungewohnt erscheinen, Integrale mit Zufallszahlen auszuwerten. Dennoch
handelt es sich bei Integration um eine der &ltesten Anwendungen fiir Monte-
Carlo (MC) Verfahren (vgl. z.B. Kapitel 5 von [I3] — die erste Fassung dieses
Buchs wurde 1964 publiziert). Komplementére Erklarungen zu der folgenden Dis-
kussion findet man z.B. in den Kapiteln 7.6-7.8 von [24], Kapitel 11 von [I0] bzw.
[TT], Kapitel 3.2 von [21], Kapitel 8.1 von [I8] bzw. [19], sowie Kapitel 6 von [30].

Zur Motivation betrachten wir die Naherung eines Integrals iiber die Rie-

mannsche Summe

= [avin 3 f@av= L3 f@ =V Gy

7,; €Gitter =1

mit dem Erwartungswert
1 —
() =52 1), (5.12)

wobei die Summe iiber die NV Punkte Z; des Gitters auszufiihren ist.

Man kann nun die Identitét zwischen linker und rechter Seite von (BITl) bei-
behalten, wobei man allerdings im Erwartungswert (12) die regulédre Wahl der
Z; durch eine zufillige ersetzt. Dies fiithrt auf folgende einfache Variante der MC-

Integration: Das Integral wird geschéatzt durch

N

I:/dezV(ﬁ:V%Zf(fi), (5.13)

=1

wobei die Punkte Z; zufillig und gleichverteilt in V' gewahlt werden. Der Feh-
ler von (BI3)) wird abgeschitzt durch (zur Begriindung vergleiche das folgende
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Unterkapitel B3T])

o P =2
0 =V |2t (5.14)

Mit diesem Ergebnis konnen wir nun diskutieren, wann eine MC-Integration den
bekannteren Gitterverfahren iiberlegen ist.

Betrachten wir zunéchst ein Gitter- Verfahren nter Ordnung in d Dimensionen.
Haben wir insgesamt N Stiitzstellen zur Verfiigung, so erzwingt eine regulére

Anordnung in d Dimensionen einen mittleren Abstand
Az x N1 (5.15)

Fiir den Fehler des Integrals I folgt nach Definition und mit der Uberlegung

ET3)

n+1

61 oc Ax" oc N~ . (5.16)

Andererseits gilt fiir den Fehler des einfachen Monte-Carlo-Verfahrens mit N
Stiitzstellen gemafl (B.14)

6] x N7z (5.17)

Man beachte, dafl der Fehler in diesem Fall unabhéngig von der Dimension d des
Integrationsgebiets ist.
Durch Vergleich von (B16) und (I7) findet man, dass der MC-Fehler schnel-

ler abféllt als der des Gitter-Verfahrens, wenn

1 n+1

5”4

& d>2(n+1) (5.18)

ist. Die MC-Integration ist also vor allem in hohen Dimensionen effizienter. Im
Beispiel des Simpson-Verfahrens (siehe z.B. Kapitel 4.1 von [24]) ist die Ordnung
n = 4, so dass gemiB der Ungleichung (B2I8) die MC-Integration fiir d > 10
besser ist.

Neben der asymptotischen Betrachtung gilt zu beachten, dass in hohen Di-
mensionen bei einem Gitterverfahren nur sehr wenige Gitterpunkte je Richtung
zur Verfiigung stellen. Betrachten wir z.B. d = 10 und fordern, dass insgesamt
hochstens N < 107 Stiitzstellen verwendet werden sollen, so sind maximal 7 Git-
terpunkte je Richtung realisierbar. Bei einem enstpechend grofien Az ist man
normalerweise nicht im asymptotischen Bereich und das Gitterverfahren verhélt

sich schlechter als aufgrund der asymptotischen Uberlegung (ET18) zu erwarten
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wére. Deswegen sind MC-Verfahren oft auch in niedrigeren Dimensionen iiberle-
gen als die Abschitzung (B2I8) nahe legt.

Zusammenfassend ergeben sich als Anwendungsgebiete fiir die MC-Integration
zunéchst hohe Dimensionen. Auch komplizierte Integrale in nicht besonders ho-
hen Dimensionen (z.B. d = 3) werden gerne mit MC-Verfahren ausgewertet, da
diese Verfahren z.B. unempfindlich gegeniiber Singularititen des Integranden sind
(vorausgesetzt natiirlich, die Singularitéiten sind nicht zu bose, d.h. insbesondere
integrierbar).

Es sei noch eine Bemerkung ergénzt, ndmlich dass die MC-Integration fiir ein
konstantes f(Z) exakt ist. Formal folgt dies z.B. aus der fiir konstantes f giiltigen
Identitdt (f?) = (f)?, die mit (EI4) auf 61 = 0 fithrt. Diese Beobachtung kann
zur Fehlerreduktion verwendet werden. Kann z.B. eine Ndherung an f analytisch
integriert werden, so kann ein verbleibender Korrekturterm mit einem deutlich
kleineren MC-Fehler berechnet werden. Eine andere Methode, mit Hilfe dieser
Beobachtung den Fehler zu reduzieren, werden wir in Unterkapitel kennen

lernen.

5.3.1 Standardabweichung des Mittelwerts

Die Schétzung des Fehlers ist bei jedem MC-Verfahren wesentlich, und soll des-
wegen hier motiviert werden. Die Diskussion folgt Anhang 11B von [I0] bzw.
[r1].

Wir gehen aus von der Schiatzung eines Mittelwerts

(X) = % Z X; (5.19)

mit Hilfe von N unkorrelierten Messungen X;. Zur Schéitzung des Fehlers ist es
allgemein hilfreich, N = mn in m Sétze zu je n Ereignisse aufzuteilen, wobei wir
fiir die folgende Diskussion n > 1 annehmen. X, ; bezeichne nun das Ereignis
1<i<ninSatz 1 <a<m.

Fiihren wir den Mittelwert tiber Satz « ein
(X)a==) Xai, (5.20)

so gilt

m n

(X)= L3 (K= > X (5.21)

a=1 a=1 =1
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Ferner kénnen wir die Abweichungen der Mittelwerte und der Einzelmessungen

einfithren
o = (X)a—(X) (5.22)
da,i - on,i - <X> . (523)
Fiir diese gilt
e 1 1 <
a = = (Xai — (X)) =D das. (5.24)
n n
i=1 i=1

Mit diesen Definitionen berechnen wir die Varianzen. Zunichst gilt fiir die Ein-
zelmessungen
1 m n
0% = — Sy odz, (5.25)
a=1 i=1
Fiir die Varianz der Mittelwerte gilt hingegen

1 I e~ e~ (1 1
O = Ezei@EZZZ(gdaJ (5da,j)

a=1 a=1 i=1 j=1

- m1n2 DY A+ % 3 (% da,i) (% da,j) . (5.26)

a=1 i=1 a=1 i#j

In dem ersten Summanden erkennen wir bis auf einen Faktor n die Varianz der
Einzelmessungen (B20) wieder. Der zweite Term verschwindet fiir groBe n mit
folgendem Argument: Die d,; haben Mittelwert 0, ferner sind d,; und d, ; fiir
1 # j unkorreliert. Die einzelnen Summanden haben somit mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit positives und negatives Vorzeichen, so dass die Summe fiir n — oo
verschwindet (und zwar schneller als der erste Term in (B26]).
Aus diesen Uberlegungen folgt

2zt 2 (5.27)

2
m

Nun kann man die Varianz der Mittelwerte o7 als Schitzung der Abweichung
einer Mittelung iiber n Messungen vom exakten Ergebnis interpretieren. Damit

erhalten wir den fiir jede MC-Methode relevanten Schétzer fiir den Fehler
1 1

= — O’ [ —

Vn Vn

Dieses Ergebnis gilt unter den Voraussetzung dass n > 1 und dass die Einzel-

(X2) — (X)2. (5.28)

Om

messungen X; statistisch unabhéngig (unkorreliert) sind.
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Man beachte, dass auf der rechten Seite von (2Z8) keine explizite Abhéngig-
keit von der Unterteilung in die m Sétze auftritt. Man kann daher zu m = 1
fortsetzen, d.h. n = N einsetzen. Dies ist die Standardvorgehensweise um den
Fehler eines Mittelwerts unkorrelierter Daten zu schétzen. Verwendet man (E28)
mit n = N fiir das Integral (213)), so erhélt man (BI4).

Tatséchlich geht die Aussage etwas weiter. In dem Fall, dass die MefSwerte
unkorreliert und Gauf-verteilt sind (dies gilt z.B. nach dem zentralen Grenzwert-
satz nach Bildung hinreichend groler Sitze) gilt: Die Abweichung ist in ca. 68%
der Fille kleiner als die Schétzung o/ VN fiir den Fehler, in etwa 95% der Fille
ist sie kleiner als 20/v/N und nur in weniger als einem aus 10* Fillen sollte sie
groBer als 4 0/+v/N sein (die Zahlenwerte ergeben sich durch die entsprechenden
Integrale der Gauf-Verteilung).

5.3.2 Verbesserte Monte-Carlo-Integration

Wir haben gesehen, dass der Fehler einer MC-Integration einer Funktion f durch
die Varianz o?(f) = (f?) — (f)? kontrolliert wird. Jede Verbesserung einer MC-
Integration zielt daher auf eine Minimierung von o(f). Dies kann mit verschiede-
nen Strategien erzielt werden. Wir wollen hier kurz eine als ,,Stratified Sampling“
bekannte Strategie vorstellen (fiir weiterfiihrende Bemerkungen vergleiche Kapi-
tel 7.8 von [24] und Kapitel 5 von [I3]).

Man teilt zunéchst das Integrationsvolumen V' in zwei gleich groffe Teilvolu-
mina A und B auf. Die Mittelwerte sind

=3[t Dum=z [ 1. (5.29)

A/B

und die Varianzen lauten

()= =N o) ={fam— (s (5.30)

Durch Einsetzen und Umformen findet man

PU) = )= = 5 (Pt (6) = 1 (Dat (Ds)
1 2 2 1 2 1 2 1 2
= 3 (04 () +o5(f)) +5 a5 (Ns =7 (flat{f)s)
= 5 (AN + R+ (Na (e (5.31)
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Die Varianz bei der Mittelung iiber das Gesamtvolumen V' unterscheidet sich also
von der Summe der Varianzen {iber die Teilvolumina A und B lediglich durch
einen positiven Korrekturterm!

Man kann nun zur Berechnung des Integrals zwei Strategieen betrachten. Er-
stens kann man N zuféllige ¥ € V' zum Schétzen des Integrals wahlen. Zweitens
kann man je N/2 zuféllige ¥ € A und & € B verwenden. Das Ergebnis (B31])
zeigt, dass die Summe der Varianzen der zweiten Strategie nie grofer ist als die
Varianz der ersten Methode.

Es lohnt sich also im Zweifelsfall, das Integrationsgebiet in Teilgebiete auf-
zuteilen. Qualitativ ist dies auch einsichtig: Nach der Aufteilung wird f im all-
gemeinen in den Teilgebieten A und B jeweils weniger stark variieren als im
Gesamtgebiet V', so dass man ndher an dem idealen Fall eines konstanten f liegt,
fiir das die MC-Integration exakt wird.

Die Unterteilung in Teilvolumina kann weiter gefiihrt werden, solange in jedem
Teilvolumen hinreichend viele MeSpunkte fiir eine sinnvolle Statistik verbleiben.
Ferner kann man die Zahl der Melpunkte Ny in einem Teilvolumen U abhéngig

von U wéhlen. Man kann zeigen, dass die optimale Wahl
NU X JU(f) (532)

ist. Dies bedeutet insbesondere, dass man mehr Me3punkte in den Bereichen ver-
wendet, in denen sich f sich am stiarksten dndert. In Bereichen stark variierenden
f wird der Fehler somit durch besonders viele Mefpunkte reduziert, in Bereichen
mit schwachen Variationen von f fithrt hingegen auch eine geringere Anzahl von

MeBpunkten zu einem hinreichend kleinen Fehler.
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5 Zufallsgeneratoren
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6 Importance Sampling: Metropolis-Algorithmus

Im vorangegangenen Kapitel haben wir eine Anwendung fiir Monte-Carlo (MC)
Methoden kennengelernt, ndmlich die numerische Integration. Im allgemeinen ist
es offensichtlich giinstig bevorzugt Zufallspunkte 7; in , wichtigen“ Gebieten zu
erzeugen. Bei der Integration einer Funktion f(Z) ist z.B. eine Wahl der Wahr-
scheinlichkeit p(#;) o f(Z;) wiinschenswert. Solche Verfahren sind unter dem
Oberbegriff , Importance Sampling® bekannt.

Wir wollen hier eine konkrete Variante von Importance Sampling vorstel-
len, die von Metropolis und Koautoren 1953 vorgeschlagen wurde [23] und da-
her als ,,Metropolis-Algorithmus“ bezeichnet wird. Wir wollen den Algorithmus
zunéchst allgemein vorstellen und anschliefend auf das Ising-Modell anwenden.
Fiir ergdnzende Bemerkungen zu der folgenden allgemeinen Diskussion sei insbe-
sondere auf Kapitel 11.8 von [I0], Kapitel 11.7 von [I], Kapitel 8.3 von [I8] bzw.
[T9], Kapitel 2.2.4 von [21], Kapitel 8.4 und 8.5 von [30)] sowie Kapitel 9 von [13],
verwiesen.

Das Ziel ist recht allgemein die Berechnung von Erwartungswerten

[ d%p(T) f(2)
()= [ ddx p(Z)

fiir eine beliebige Funktion f und eine gegebene ,, Wahrscheinlichkeitsdichte* p(z) >

(6.1)

0, deren Normierung [ dz p(Z) allerdings nicht bekannt sein muf.
Man bedient sich nun einer Hilfskonstruktion. Und zwar wird eine Folge von

Realisierungen ¥; iiber einen Zufallsweg
Ty —> Tjp1 — Tjg2 — ... (62)

konstruiert. Der Ubergang wird dabei in jedem Schritt durch eine Ubergangs-
wahrscheinlichkeit T'(Z; — #;) zwischen Z; und Z; kontrolliert, die explizit vom
aktuellen Zustand Z; abhéngt, aber nicht von der Vorgeschichte. Ein Zufallsprozef3
mit den genannten Eigenschaften wird Markov-Prozef§ genannt.

Wir bezeichnen nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafiir, im ¢ten Schritt
den Zustand Z; anzutreffen mit P(Z;,4). Ein stationdrer Zustand wird nun ange-
nommen, wenn diese Wahrscheinlichkeitsdichte unabhéngig vom Schritt ¢ wird,
d.h.

P(Z,i+1)=P(Zi) = P(%). (6.3)
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Der Markov-Proze (£2) sollte so konstruiert werden, dass ein solcher stationérer
Zustand eindeutig ist. Dann wird er typischerweise zumindest ndherungsweise
nach einer hinreichend groflen Anzahl von Schritten ¢ > 1 angenommen, d.h.
P(Z,i> 1) = P(%).

Den Zusammenhang zu unserem urspriinglichen Problem, d.h. dem vorge-
gebenen p(¥) stellt nun eine Bedingung an die Ubergangswahrscheinlichkeiten

T(%; — ;) her, die als detailliertes Gleichgewicht bekannt ist
p(Z) T(T; — T;) = p(75) T(T; — 7). (6.4)

Fiir nicht allzu pathologische WahlenH von T'(z; — ;) stellt (64 sicher, dass
der stationére Zustand der Markov-Kette die gesucht Verteilung p(#) bis auf eine

Normierungskonstante C' reproduziert
P(Z) = Cp(Z). (6.5)

Zur Begriindung dieses Ergebnisses betrachten wir die Entwicklung P(Z, ) iiber

einem Schritt:

P(Fi+1) = P@i)+ Y (TF— 7 P - T(F— ) P1)

GAT

= P(Z,i)+ Z (T(§ — 7) P(§,i) — T(Z — §) P(Z,7)) . (6.6)

Der erste Term bezeichnet hierbei den Gewinn von # durch den Ubergang aus
einem anderen Zustand ¢ nach ¥ und der zweite Term den Verlust an der Stelle ¥
durch den Ubergang in einen anderen Zustand ¢. Offensichtlich macht es keinen
Unterschied, ob der Fall ¥ = ¢ in der Summe mitgenommen oder weggelassen
wird.

Fiir den stationéren Zustand (E3) folgt

0=P(&i+1)—P@i) T > (T(F— 7) P - T(F— i) P(¥))

2 S r@re - (55 - p) - 6D

? Ein triviale Losung von @3) ist z.B. T'(Z; — &;) = 0z,z,. Der Markov-Proze§ (E2)
bleibt dann an einem einmal angenommenen Ort # stecken (d.h. #; = Z fiir alle ¢) und enthélt

offensichtlich keine Information iiber p(¥)



79

Analog kann man ferner n Schritte im Markov-Prozef betrachten. Fiir die Uber-

gangswahrscheinlichkeit T, (%; — Z;y,) gilt

Man iiberzeugt sich leicht, dass auch T,, das detaillierte Gleichgewicht (54)) erfiillt,
wenn bereits T diese Bedingung erfiillt. Analog zu (67) folgt dann

O:P@J+M—P@ﬂ:§;mwﬂﬁﬂ+@(%%—igb. (6.9)

Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten 7,(# — 4) hinreichend verschieden, so

kann man deren Koeffizienten in (69) vergleichen, womit
o () P@)
ozpy(—j— ~ 6.10
D " P (010
und schliefllich (G3) folgt. An dieser Stelle wird normalerweise Ergodizitit des

Markov-Prozefles gefordert, d.h. dass fiir alle Anfangs- bzw. Endzustéinde & bzw.

i ein n existiert, so dass T,,(Z — ¥) # 0 ist. Ist der Markov-Prozefl namlich nicht
ergodisch, d.h. existieren disjunkte Untermengen, so gelangt man offensichtlich je
nach Startbedingung 7y zu unterschiedlichen stationéren Zusténden. Die gesuchte
Identitat (B3) gilt in einem solchen nicht-ergodischen Fall allenfalls lokal, aber
nicht global.

Die Metropolis-Wahl fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten ist zunéchst eine

Faktorisierung in eine Vorschlags- und eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit

Hierbei wird die Vorschlagswahrscheinlichkeit symmetrisch 7(Z;, %;) = 7(Z;, ;)
und ohne Beriicksichtigung der vorgegebenen Verteilungsfunktion p(Z) gewéhlt.

Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist bei der Metropolis-Wahl geméfl

L : P(fj))
W(z; — ;) =min [ 1, —= 6.12
(= 25) = win (1,242 (6.12)
aus p(¥) zu bestimmen. Man iiberzeugt sich leicht, dass die Wahl (E11]) mit (E12)
das detaillierte Gleichgewicht (B4 erfiillt.

Der Markov-Prozefl wird nun iiber folgende Vorschrift fiir eine Metropolis-

Monte-Carlo-Simulation realisiert:
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1. Schlage im Schritt ¢ ein neues Z; = Z; + 62 vor, wobei zuféllig eine (kleine)
Anderung 6% gewihlt wird.

p(Z5)

p(%:)

3. Ist w > 1, so akzeptiere das vorgeschlagene Z;, d.h. setze ;. = ;.

2. Berechne w =

4. Ist w < 1, erzeuge eine Zufallszahl r, die in [0, 1] gleichverteilt ist.

(a) Im Fall » < w akzeptiere ebenfalls das vorgeschlagene 7;, d.h. setze
.fiJrl = fj.

(b) Fiir r > w ist der Vorschlag zu verwerfen, d.h. Z;,1 = &; zu setzen.

Wir erinnern daran, dass die Anderungen 6% im ersten Schritt so zu wihlen sind,
dass der Algorithmus erstens ergodisch wird und zweitens symmetrisch, d.h. dass
fiir den Zustand Z; die Anderung —&7 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt
wie eine Anderung 6% im Zustand ;.

Im stationédren Zustand gilt nun
I,
()= f(@), (6.13)
i=1

d.h. das urspriingliche Problem (GJl) wird gelost, indem man bei hinreichend
spaten Zeiten der Metroplolis-Simulation eine gewiinschte Anzahl n von Mes-
sungen durchfiihrt. An dieser Stelle gilt zu beachten, dass die Folge der ; per
Konstruktion korreliert ist. Der Fehler darf deswegen nicht einfach tiber (B228)
geschétzt werden.

Eine wichtige Anwendung des Metropolis-Algorithmus ist die Thermodyna-
mik. Hier sind die Wahrscheinlichkeiten durch die Boltzmann-Gewichte von Kon-

figurationen C' mit Energie F(C) gegeben

o B(C)/ (k5 T)

p(C) = 7

(6.14)

Hierbei ist kp die Boltzmann-Konstante. Die Normierungskonstante in (E.14)

7 =Y e BO/kBT) ist im allgemeinen unbekannt!d.
C

10T atséchlich hat Z in der statistischen Mechanik die Bedeutung der Zustandssumme. Allein
die Kenntnis von Z erlaubt bereits im wesentlichen die Ableitung der thermodynamischen
Eigenschaften des Systems.
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s; | Magnet | Besetzung
+1 T besetzt
—1 ! leer

Tabelle 6.1: Modgliche physikalische Interpretationen fiir Ising-Variable
S; — +1.

Wir wollen nun analog zu (E1]) Erwartungswerte einer (oder mehrer) Gréfien

A berechnen (eine spezielle mefibare Grofie ist die Energie E)
3 A(C) e BO)/ (ks T)
c

S o BO)/ (ks T)

c

(A) = (6.15)
Im allgemeinen konnen die Summen nicht exakt ausgefiihrt werden. In einem sol-
chen Fall kann man Importance sampling, d.h. den oben eingefiithrten Metropolis-
Algorithmus verwenden. Analog zu (G.13)) schitzen wir die Erwartungswerte (G.15)

iuber

(A) ~ % Z A(Cy). (6.16)

6.1 Ising-Modell

Eine der bekanntesten Anwendungen des Metropolis-Algorithmus ist das Ising-
Modell. Entsprechende umfangreiche Literatur existiert zu diesem Thema (wir
verweisen unter anderem auf Kapitel 16 und 17 von [I0], Kapitel 15 von [I1],
Kapitel 8.4 von [I8] bzw. [T9], Kapitel 4.1 und 4.2 von [21], Kapitel 8 von [30]
sowie Kapitel 5.5 von [I7]).

Das Ising-Modell wird mit Hilfe von N ,Spin“-Variablen s; definiert, die die
Werte s; = +1 annehmen kénnen. Mogliche physikalische Interpretationen die-
ser beiden Werte im Rahmen eines uniaxialen Magneten oder Besetzungen von
Gitterplatzen, die hochstens einfach besetzt werden konnen, sind in Tab. an-
gegeben.

Das ferromagnetische Ising-Modell ist auf einem Gitter {iber die Energie

E(s1,...,sx) = =J Y ;5 (6.17)
(6,3)

definiert. Hierbei erstreckt sich die Summe iiber Paare benachbarter Gitterpléatze

(1,7). Ein parallel eingestelltes Paar von Spins (s;,s;) = (T,1) oder ([, ]) trigt
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zu der Summe in (EI7) einen Beitrag £ = —J bei, ein antiparallel eingestelltes
Paar von Spins (s;,s;) = (1,]) oder (|, 1) ergibt hingegen einen Beitrag £ =
+J. Somit favorisiert die Energie (EI1) fiir J > 0 parallele Einstellungen des
Spins; thermische Fluktuationen erzeugen fiir T' > 0 allerdings auch Beitrédge von
antiparallelen Spin-Einstellungen.

Das Problem ist nun, dass die Anzahl der Konfigurationen von N spins
s1,...,5y gleich 2V ist. Betrachten wir z.B. ein 16 x 16 Quadratgitter, d.h.
N = 256, so treten in der Summe (GIH) 2%¢ ~ 107" Terme auf, was offensicht-
lich nicht explizit durchfithrbar ist (bereits ein 8 x 8 Gitter, d.h. N = 64, fiihrt
auf 264 > 10! Summanden, was auch praktisch nicht durchfiihrbar ist). Hinzu
kommt, dass vor allen bei niedrigen Temperaturen durch die Exponentialfunktion
in (E15) stark unterdriickt sind.

Somit kommt Importance-Sampling in der Form des Metropolis-Algorithmus
zum Einsatz. Wir stellen hier die Einzel-Spin-Flip-Variante des Metropolis-Algo-

rithmus fiir das Ising-Modell vor:
1. Wahle einen Anfangszustand.

2. Wibhle einen Spin j zufillig. Schlage vor, diesen zu , flippen, d.h. s; — —s;

zu ersetzen (s; mit ¢ # j bleibt unveréndert).
3. Berechne AE = E, oy — Fai.
4. Ist AE <0, so behalte den geflippten Spin und fahre bei 7. fort.
5. Ist AE > 0, so berechne w = exp(—AE/(kgT)).
6. Erzeuge eine Zufallszahl r, die in [0, 1] gleichverteilt ist.

(a) Im Fall r < w akzeptiere den Spin-Flip.
(b) Fiir r > w ist der Spin-Flip zu verwerfen, d.h. man mufl man zum

Ausgangzustand fiir s; zuriickkehren.

7. Fahre bei 2. fort, solange bis hinreichend viele Konfigurationen erzeugt sind.

Zunichst stellen wir fest, dass die Schritte 3.-6. die Metropolis-Wahl (E12) rea-

lisieren, die in diesem Fall

W (alt — neu) = min (1, pneu) = min (1, e BB/ (ke T)) (6.18)
Palt
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S3
O ® O
@ @ L ]
s, s, s,
O [ ) O
S,

Abbildung 6.1: Illustration der 4 Nachbarn eines Spins s; im Ising-
Modell auf dem Quadratgitter.

lautet.

Genaugenommen hat man ein wenig Freiheit. So kann man die Gitterplétze
statt der zufilligen Wahl im 2. Schritt auch geordnet durchgehen. Damit der Al-
gorithmus ergodisch wird ist in jedem Fall darauf zu achten, dass alle Gitterplitze
besucht werden.

Die Energie-Differenz AFE im 3. Schritt sollte lokal berechnet werden. So hat
der geflippte Spin s; auf dem Quadratgitter nur 4 Nachbarn si,...,s, (siehe
Abb. BEJ)). Bei dem Spin-Flip &dndert sich nur die Wechselwirkung dieser vier

Spins mit s;, so dass sich mit (EI7) und s3* = —s2"

AE =-2J (81 + S2 + 83+ 84) S?eu (619)

ergibt. Man kann noch eine weitere Optimierung durchfiithren: (s; + s2 + s3 +
S4) s;°" kann lediglich die 5 verschiedenen Werte —4, —2, 0, 2 und 4 annehmen.
Fiir diese 5 ganzzahligen Werte kann man leicht w = exp(—AFE/(kgT)) vorab
berechnen und tabellieren, so dass die teure Exponentialfunktion im 5. Schritt
entfallt.

Die gewiinschten Messungen (6.16) kann man vor dem 7. Schritt durchfiihren.
Allerdings sollte man dies nicht zu oft tun, da ein einzelner Schritt nur wenig an
der Konfiguration dndert und Messungen meistens teuer sind. Typischerweise
sollte man einen ,Sweep“ abwarten, d.h. N? elementare MC-Schritte (bzw. im

Mittel einen Flip-Versuch je Spin).
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Abbildung 6.2: Momentane Zustinde des Ising-Modells auf einem 256 x
256 Quadratgitter in der ungeordneten Hochtemperatur-Phase T > T,

(links) und der geordneten Tieftemperatur-Phase T' < T, (rechts).

Beispielsweise in einer solchen Simulation beobachtet man einen (magneti-
schen) Ordnungiibergang bei eine kritischen Temperatur 7,. Fir 7" > T, liegt ein
(magnetisch) ungeordneter Zustand vor (vgl. Abb. links), fiir 7" < T, hinge-
gen ein (magnetisch) geordneter Zustand (vgl. Abb. B2 rechts). Zur quantitativen
Beschreibung dieser Physik fithrt man die Magnetisierung

| N
M=~ ; Si (6.20)
ein. Aus Symmetrie-Griinden (gleichzeitige Inversion aller Spins, d.h. s; — —s;)
ist (M) = 0 fiir ein endliches System und alle Temperaturen. Man betrachtet
daher M?2. Fiir diese Grofe gilt
Jim (M?*y=M; >0 fir T<T,. (6.21)
M, hat die Bedeutung einer ,spontanen Magnetisierung“, die ein sehr grofies
System annimmt, wenn es nur auf kurzen Zeitskalen betrachtet wird. Die Spin-
Inversions-Symmetrie ist also im thermodynamischen Limes N — oo im geord-
neten Zustand (7' < T,) spontan gebrochen.
Auf folgende technische Details bei der Durchfithrung einer Simulation sei

noch hingewiesen:

e Man verwendet gewohnlich periodische Randbedingungen, um Randeffekte

zu minimieren, die fiir endliche (insbesondere kleine) Systeme auftreten.
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Dann gilt auch Translationsinvarianz und somit fiir alle ¢ und j
(si) = (sj) = (M) (6.22)

e 7u Beginn der Simulation ben6tigt man einige Zeit, um in den stationéren
Zustand zu gelangen. Daher muf} die Simulation ,,equilibriert* werden, d.h.
man muf sie einige Zeit laufen lassen, damit sie den willkiirlich gewéhlten
Anfangszustand vergifit. Erst nach dieser Equilibrations-Phase darf man

Messungen von Gleichgewichts-Eigenschaften des Ising-Modells durchfiihren.
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7 Quanten-Monte-Carlo

Zum Abschlufl wollen wir noch einmal zur Quantenmechanik zuriickkehren und
Monte-Carlo-Verfahren fiir die Einteilchen-Schrodingergleichung vorstellen. Die-
se illustrieren Prinzipien allgemeinerer Quanten-Monte-Carlo (QMC)-Verfahren.
Der Grundgedanke ist, das Quantensystem durch Einfithrung einer ,imaginéiren
Zeit* auf ein klassisches Problem abzubilden, das dann mit einem Monte-Carlo-
Verfahren simuliert werden kann. Die Diskussion in diesem Kapitel folgt den
Kapiteln 18.6 und 18.7 von [I0] bzw. Kapiteln 16.8 und 16.9 von [I1]. Weitere
niitzliche Bemerkungen finden sich auch am Ende von Kapitel 8 von [I8] bzw.
[T9]; im Ubrigen sei auf die Original-Arbeiten von Anderson [I] verwiesen.
Grundsitzlich gehen wir von der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (EE46))
aus, mit der wir uns bereits im Unterkapitel beschéftigt haben. Zunéchst

fithren wir eine tmagindre Zeit ein:

1l
= . 7.1
= (7.1)
Setzen wir dies in (E2Z0) ein, so nimmt diese folgende Form an:
oV (2, 1) . h? . . .
T——H\I/(x,T)—ﬁA‘I/(x,T)—V(x) U (Z,71), (7.2)

wobei wir auf der rechten Seite ferner die Orstdarstellung von (D) fiir den
Hamilton-Operator eingesetzt haben.
Konzentrieren wir uns zunéchst auf den ersten Term auf der rechten Seite von

[C32), d.h. wir setzen V' = 0 und finden

ov (z,7) R
or - 2m

AV (Z,7) . (7.3)

Diese Gleichung kennen wir bereits aus Unterkapitel EET3} es ist nichts anderes
als die Diffusionsgleichung (E27)! Durch Vergleich von ([Z3)) mit (22Z1) ergibt sich

die Diffusionskonstante zu 2
=— 7.4

5 (7.4)

Ignorieren wir hingegen den ersten Term auf der rechten Seite von (Z2) (for-
mal konnen wir z.B. A = 0 setzen), so erhalten wir folgende Differentialgleichung

erster Ordnung in 7
oV (%, 1)

S =V (3) W@ T) (7.5)
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Fiir festes & erkennen wir auch hier etwas bekanntes wieder, ndmlich je nach dem
Vorzeichen von V' am Ort & einen Zerfalls- oder Wachstums-ProzeS$3.

Diese beiden Beobachtungen legen es nahe, (L) zu simulieren, indem wir
Zufallswege betrachten, bei denen Lé&ufer nicht nur diffundieren, sondern auch
sterben bzw. sich vervielfialtigen konnen. Eine erste wesentliche Beobachtung ist
in diesem Zusammenhang, dass wir nun die Wellenfunktion W selbst (nicht |¥|*)
als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren. Die Wellenfunktion mufl somit reell
und positiv sein, d.h. ¥ > 0. Dies gilt nun aber nur fiir den Grundzustand, so
dass diese Art von QMC auf Grundzustands-Figenschaften beschrénkt ist.

Tatséchlich gilt nach (EER0) mit der imagindren Zeit ([ZT])

U(F, 7 — 00) &~ age 07 Wy (&) (7.6)

und wir erhalten aus einer Simulation fiir grofle 7 die Grundzustandswellenfunk-
tion W (Z).

7.1 Zufallsweg-Quanten-Monte-Carlo

Wir werden nun eine erste einfache Realisierung des skizzierten Algorithmus vor-
stellen, den wir als Zufallsweg-Quanten-Monte-Carlo bezeichnen. Im Prinzip be-
trachten wir N Léufer an verschiedenen Orten, die sowohl diffundieren als auch
aussterben bzw. sich duplizieren kénnen. Die Anzahl der Laufer n; an einem ,,Ort*
Z; wird fiir grole 7 eine Néherung fiir die Grundzustandwellenfunktion ergeben.

Allerdings ergibt sich aus ([Z8) das Problem, dass die Anzahl der Laufer N fiir
Ey > 0 im Verlauf der Simulation wéchst, fiir £y < 0 hingegen abnimmt. Eigent-
lich ist es wiinschenswert, die Zahl der Laufer (anndhrend) konstant zu halten.
Dies kann erreicht werden, indem man ein Referenz-Potential V. einfiihrt, d.h.
([C2) ersetzt durch

ov(Z,1) h? . L "
5~ 9m AV (Z,7) — (V(Z) — Vi) W (Z,7) . (7.7)
Von der Physik her sind (ZZ) und ([Z7) dquivalent. Gelingt es uns, Vier. = Ep zu

wéhlen, so ist unser Ziel erreicht und die Zahl der Laufer N wird wahrend der Si-

mulation annéhrend konstant bleiben. Wir miissen also die Grundzustandsenergie
FEjy schitzen.
Wir werden nun zeigen, wie wir die Grundzustandsenergie messen kénnen.

Zunéchst integrieren wir die Schrodingergleichung (L) iiber den d-dimensionalen
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Ortsraum

\I’ = 2
/ddx%m _ /dd;v;—mA\Il(f,T)—/dde(a?)\If(:E,T)
T

+‘/ref./ddxqj(f>7_>
= - / Az V (Z) U (F,7) + Vier. / Az W (7, 7), (7.8)

wobei der erste Term wegfillt, da die rdumlichen Ableitungen OV (Z, 7)/0x; im
Unendlichen verschwinden. Fiir 7 — oo geht U gegen die Grundzustandswel-
lenfunktion. Nach ([ZH) wird die Imaginérzeitentwicklung dann ¥ (%, 7 — o0) =~
ag eVrer =E0) T (7). Eingesetzt in die linke Seite von (Z) fithrt dies auf

(Vies. — Fo) / A (i, 7) ~ — / AV (7) W (7,7) + Vi / Al ¥ (7,7) . (79)

Die Terme proportional zu V. heben sich weg, wir kénnen nach Fy auflésen und
finden [ A2V (Z) O (Z,7) > nV(Z)

S Sy FUS e S SE
Die rechte Seite ergibt sich durch die Identifikation der Wellenfunktion mit der

Anzahl n; der Laufer am Punkt 7;.

— (V). (7.10)

Diese Bemerkungen werden in folgendem Zufallsweg-QMC-Algorithmus um-

gesetzt:

1. Setze insgesamt N, Laufer an Anfangspositionen ;.

Die Positionen #; miissen nicht auf einem Gitter liegen.
2. Berechne das Referenz-Potential Vier. = >, V () /No.
3. Fiir alle Laufer ¢

(a) Wihle zufillig eine Einheitsrichtung +e;. Ersetze ¥; — #; £ Az €.
Aufgrund des aus Unterkapitel bekannten Zusammenhangs zwi-
schen den Diskretisierungen und der Diffusionskonstanten D ist die
feste rdumliche Schrittweite (Az)? = 2d D At zu wihlen, wobei At
die Lénge eines Zeitschritts ist.

In ,natiirlichen“ Einheiten A =m = 1 ist nach (L) D = 1/2, so dass
(Az)? = d At zu wiihlen ist.
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Abbildung 7.1: Illustration des Zufallsweg-Quanten-Monte-Carlo-
Algorithmus. Die Wege der Ldufer sind durch Linien gekennzeichnet,
Entscheidungen iiber Absterben oder Vervielfiltigung der Ldufer durch
Punkte.

(b) Berechne AV = V (&;) — Viee. und eine Zufallszahl r, die im Intervall
0, 1] gleichverteilt ist.
i. Ist AV >0 und r < AV A7, entferne den L&ufer.

ii. Ist AV <0 und r < —AV Ar, erzeuge einen weiteren Laufer am
Punkt Z;.

iii. Ansonsten bleibt der Laufer einfach am Punkt ;.

4. Berechne (V) nach ([ZI0) und die tatséchliche Anzahl der Laufer N. Adju-
stiere dann das Referenz-Potential zu

a
NO AT

Viet. = (V) (N —No) . (7.11)

Hierbei ist a so zu wahlen, dass die Zahl der Laufer N ndherungsweise kon-
stant bleibt.

a = 0 ist eine mogliche Wahl. In diesem Fall kann aber die Zahl der Laufer
starker fluktuieren und sich ggfs. auch bei einem anderen Wert als N; ein-

pendeln.

5. Wiederhole Schritte 3 und 4 bis sich die Grundzustandsenergie (V') auf

einen festen Wert mit lediglich zufélligen Schwankungen eingependelt hat.
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Abbildung 7.2: Ergebnis einer Zufallsweg-QMC-Simulation fiir den ein-
dimensionalen harmonischen Oszillator mit h = m = w = 1. Die Para-
meter der Simulation waren Ax = 0.1, Ny = 300, a = 1. Von der Simu-
lation wurden die ersten 200 Schritte ignoriert und anschlieflend tiber 700
Schritte Daten gesammelt. Fehlerbalken wurden aus den Ergebnissen von
100 unabhdingigen Simulationen geschdtzt. Das Ergebnis fiir die Grundzu-
standsenergie war in dieser Simulation Fy = 0.5034 £ 0.0015.

Mittele anschlieBend (V') tiber hinreichend viele Monte-Carlo-Schritte zur
Bestimmung der Grundzustandsenergie. Schétze die Grundzustandswellen-
funktion Wy (Z) mit Hilfe einer analogen Mittelung fiir die Dichte der Léaufer

am Ort 7.

Dieser Algorithmus wird in Abb. [Tl veranschaulicht. Linien zeigen die Diffusions-
bewegung der Laufer (Schritt 3(a)), Punkte den Zerfalls- bzw. Wachstumsproze$3
der Laufer (Schritt 3(b)). Die Wege der Laufer sind voneinander unabhéngig (ab-
gesehen vom Kopieren eines neuen Laufers sowie einer Riickkopplung iiber Vi ).

Abb. zeigt das Ergebnis einer solchen Zufallsweg-QMC-Simulation fiir
den eindimensionalen harmonischen Oszillator, wobei , natiirliche* Einheiten A =
m = w = 1 verwendet wurden. Die Simulation wurde n = 100 mal wiederholt.
Fehler diirfen dann mit Hilfe von (B28) geschitzt werden, wobei die Statistik
iiber die Mittelwerte der n = 100 einzelnen Simulationen auszuwerten ist. Die
Ergebnisse sind konsistent mit bekannten Eigenschaften des harmonischen Oszil-

lators: Fiir die Grundzustandswellenfunktion findet man eine Gauf-Kurve und
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die geschétzte Grundzustandsenergie Fy = 0.5034 4 0.0015 liegt in der Nédhe des
exakten Ergebnisses Fy = 1/2.

7.2 Diffusions-Quanten-Monte-Carlo

Im Zufallsweg-QMC haben wir sowohl die Diffusion als auch den Zerfallsprozefl
recht grob gendhert. Die Ergebnisse sind somit nur fiir hinreichend kleine Ax
und damit auch kleine A7 genau. Tatsédchlich zeichnen sich in Abb. bereits
systematische Abweichungen ab.

Ein Verbesserung dieser Ndherungen fiihrt auf den Diffusions-Quanten-Monte-
Carlo-Algorithmus. Wir gehen von der Néherung (B269) fiir den Zeitentwicklungs-
operator aus. Angewandt auf () fithrt dies auf

U(A7) = e M0AT o= (V-Veer) AT (7.12)

Tatséchlich ist es giinstig, anstelle dieses Ausdrucks einen symmetrisierten zu
verwenden, namlich

~ vV

U(Ar) =e 2 ATe AT o= =

T AT (7.13)

e Mo AT st der Zeitentwicklungsoperator iiber einen Zeitschritt A7 fiir die Dif-

fusionsionsgleichung. Deren Losung kennen wir aus Unterkapitel zumindest
fiir eine Dimension. Die hier benétigte Verallgemeinerung von (33) auf d Di-
mensionen lautet
U(Z, T4+ AT|pigusion) = ;d /ddxo e’% U(Zo, 7). (7.14)
Hsen (47 D AT) /2
Der Diffusionsprozefl kann somit verbessert simuliert werden, indem man einen
Laufer am Punkt %y jeweils um ein zufilliges AT = & — 7 versetzt, das Gauf3-
verteilt ist mit Mittelwert 0 und Varianz 2 D Ar.
Die verbleibenden Faktoren in (ZI3) implementiert man, indem man den

Diffusionsschritt von Zy nach & mit

— —

ot 80 = o (- (VO 1 Y 8) g

gewichtet.
Die Umsetzung dieser Vorschriften erfolgt mit folgendem Diffusions-QMC-

Algorithmus, den wir bewuf3t dhnlich zur Zufallsweg-QMC formulieren:
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1. Setze insgesamt Ny Laufer an Anfangspositionen ;.
Es gibt kein Gitter, also sind die Positionen 7; kontinuierlich. Es ist giinstig,

die Laufer dort zu positionieren, wo die Wellenfunktion grof ist.
2. Berechne das Referenz-Potential Ve = >, V () /No.
3. Fiir alle Laufer ¢

(a) Diffusionsschritt: Wéhle zufillig einen Vektor 5, so dass dieser in alle
Richtungen gleichverteilt ist und Varianz 2 D besitzt. Setze den Laufer
i an die neue Position 7, = Z; + \/EE
In ,natiirlichen“ Einheiten A =m = 1 ist nach (L) D = 1/2, so dass
sich eine Varianz 1 fiir E ergibt. Dies kann erreicht werden, indem die
Komponenten §; von 5 zuféllig so erzeugt werden, dass sie jeweils den

Mittelwert 0 und Varianz 1 besitzen.

(b) Zerfalls- bzw. Wachstumsprozefs: Wir miissen die Konfiguration nach
([CZI0) mit einem Faktor w(¥; — &, AT) gewichten. Dazu gehen wir
wie folgt vor: Wir erzeugen zunéchst eine Zufallszahl r, die im Intervall
0, 1] gleichverteilt ist. Damit berechnen wir

o= o (- (VLY@ v Y )] )

wobei [z] der ganzzahlig Anteil von z ist. Wir erzeugen schliefllich
insgesamt n; Exemplare des Laufers am Punkt 2.

Mit Hilfe der Zufallszahl r und dem ganzzahligen Anteil erhalten wir
ganze Zahlen n;, die im Mittel (LTH) ergeben. Da n; = 0 auch méglich
ist, ergibt sich die Entfernung des Léufers an der Stelle 7, ohne dass

wir diesen Fall gesondert betrachten miissen.

4. Berechne (V) nach ([LI0) und die tatséchliche Anzahl der Laufer N. Adju-
stiere dann das Referenz-Potential gemaf (ILT1). Hierbei ist a wieder so zu

wéhlen, dass die Zahl der Laufer N nédherungsweise konstant bleibt.

5. Wiederhole Schritte 3 und 4 bis sich die Grundzustandsenergie (V') auf einen
festen Wert mit lediglich zufélligen Schwankungen eingependelt hat. Mitte-
le anschlieBend (V') iiber hinreichend viele Monte-Carlo-Schritte. Erzeuge
ein Histogramm der Laufer an den Orten Z; zur Schitzung der Grundzu-

standswellenfunktion.
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Die bisher vorgestellten Algorithmen kénnen leider ineffizient werden. Wenn
das Potential grof§ und negativ wird (wie z.B. beim Coulomb-Potential), kann
die Anzahl der Kopien eines Léufers ndmlich sehr grof§ werden. Die Effizienz der
Algorithmen kann durch Importance-Sampling verbessert werden. Der Grundge-
danke ist die Verwendung einer Testwellenfunktion W, mit deren Hilfe die Laufer
in die wichtigen Gebiete gefithrt werden. Um dies zu konkretisieren, betrachten

wir die Funktion

f(@, 1) =¥(Z,1)¥p(Z). (7.17)
Durch Einsetzen von ([Z7) kann man zeigen, dass die Funktion f der partiellen
Differentialgleichung
of (@ 7)

=D = DAf(# ) =DV (f (&7) F(@)) = (EL (&) = Vi) f (#7) (7.18)

geniigt, wobei die treibende Kraft

F(Z) = VU (Z) (7.19)

sowie die lokale Energie

B D
V()

EL(Z) =V (%) AU (Z) (7.20)
auftreten. Die lokale Energie Ey (Z) tibernimmt nun die Rolle des Potentials V' (Z).

Die treibende Kraft (ZI9) fiihrt zu einen Drift-Term im Zufallsweg, d.h. sie
kann in (ZI4) mit der Ersetzung

_(@F=3p)? _ (@-Fg-DATF(%))?
e 4DAT — e 4D AT (7.21)

beriicksichtigt werden. Leider zerstort diese Ersetzung die Symmetrie zwischen
Z und Zy. Diese kann wiederhergestellt werden, wenn wir die neue Position ¥
nur nach einem Metropolis-Schritt akzeptieren. Wir fithren also eine Akzeptanz-
Wabhrscheinlichkeit

Fo—F—D ATF())?

(
U (D) e -
W(foﬁf):mm(lap(fo,f)) mit p(fmf): ‘ T(x)‘ : (i—foiZirﬁ(fo)ﬁ
yqu(fo)F e~ Yipar -

(7.22)
ein.
Der Diffusions-QMC-Algorithmus éndert sich damit wie folgt:
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1. Wihle eine Testwellenfunktion W (Z).

2. Setze insgesamt N, Léufer an Anfangspositionen ;.

3. Berechne das Referenz-Potential Vier. = >, Er, (Z;) /No.
4. Fiir alle Laufer ¢

(a) Wahle zufillig einen Vektor 5, so dass dieser in alle Richtungen gleich-
verteilt ist und Varianz 2 D besitzt. Schlage eine neue Position & =
7 + D ATF(Z) + VAT € vor. Berechne w = p(&;, &) nach ([C22).

i. Ist w > 1, so akzeptiere die neue Position 7, und fahre bei (b)
fort.

ii. Ist w < 1, so erzeuge eine Zufallszahl R, die in [0, 1] gleichverteilt
ist. Im Fall R < w akzeptiere die neue Position #. Fir R > w
ist der Schritt zu verwerfen, d.h. der Laufer mufl zur Position 7;

zuriickkehren.

(b) Erzeuge eine Zufallszahl r, die im Intervall [0, 1] gleichverteilt ist. Be-
rechne

o= Jo (- (LB Y car) ], o

wobei ¢ die mittlere Akzeptanzrate aus Schritt (a) ist (der effekti-
ve Zeitschritt ¢ A7 ergibt sich dadurch, dass im Diffusionsschritt (a)
einige Schritte verworfen werden). Erzeuge schliefllich insgesamt n;

Exemplare des Laufers am Punkt 7.

5. Berechne die tatséchliche Anzahl der Laufer N und (V) = > . B (%) /N.
Adjustiere dann das Referenz-Potential nach ([ZII) mit geeignetem a.

6. Wiederhole Schritte 4 und 5 bis sich die Grundzustandsenergie (V') auf einen
festen Wert mit lediglich zufélligen Schwankungen eingependelt hat. Mittele
anschlieBend (V') tiber hinreichend viele Monte-Carlo-Schritte. Erzeuge ein
Histogramm der Laufer an den Orten Z; zur Schétzung von Wy (Z;) Ur(Z;),

wobei ¥, die Grundzustandswellenfunktion ist.
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8 Nachbemerkungen

Dieses Skript sollte nicht losgelost von den zugehorigen Ubungen betrachtet wer-
den. So werden teilweise hier Probleme vorbereitet, die dann in den Ubungen
gelost wurden. Daher danke ich besonders Sebastian Fuchs und Jiirgen Lam-
pe fiir die Betreuung der Ubungen. Ein Dank geht auch an alle Teilnehmer der
Vorlesung und Ubungen, die geduldig bis zum Ende durchgehalten haben, und
vor allem diejenigen, die durch Fragen und Vorschldge zu Verbesserungen dieses
Skripts beigetragen haben.

Die Literatur habe ich unter anderem unter dem Gesichtspunkt ihrer Verfiigbar-
keit an der Universitiat Gottingen zum aktuellen Zeitpunkt ausgewéhlt. Dies mag
sich insbesondere bei den Online-Ressourcen in Zukunft &ndern. Im Nachhinein
habe ich gemerkt, dass auch das Buch [{] ganz gut zum Inhalt der Vorlesung
pafit. Ich habe jedoch darauf verzichtet, im Verlauf des Skripts entsprechende

Referenzen zu ergénzen.

Gottingen, 16. Juli 2007

Andreas Honecker


http://www.theorie.physik.uni-goettingen.de/~honecker/wr07
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