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0 Vorbemerkungen

Unter der Überschrift
”
Computergestütztes wissenschaftliches Rechnen“ kann

man verschiedene Dinge verstehen. Erstens mag man hier an Algorithmen (im

Sinne der Informatik) denken. In dieser Vorlesung werden zwar auch Algorith-

men diskutiert, jedoch nicht als Selbstzweck. Insbesondere werden wir klassische

Themen der Computerwissenschaften wie z.B. Sortieren und Suchen oder die

Nullstellensuche ausklammern. Selbstverständlich braucht auch ein Physiker ab

und zu solche Algorithmen. Für diesen Fall sei als gute erste Anlaufstelle auf

diverse Ausgaben des Buches
”
Numerical Recipes“ [24] verwiesen. Dieses Buch

bietet eine gute Übersicht, allerdings ist zu beachten, dass es im Kern vor mehr

als 15 Jahren entstanden ist und somit nicht immer auf dem neusten Stand ist.

Insbesondere für rechenintensive Anwendungen ist daher immer eine Durchsicht

neuerer Literatur zu empfehlen.

Zweitens fallen sicherlich auch Themen der Numerischen Mathematik in den

Themenkomplex dieser Vorlesung. Allerdings wollen wir hier immer die Anwen-

dung auf ein physikalisches Problem im Auge haben. Ferner werden wir im all-

gemeinen auf die mathematische Strenge verzichten, d.h. Beweise werden nicht

immer vollständig angegeben und ggfs. wird eine Fehlerdiskussion auch nur an-

gerissen. Für eine tiefergehende Diskussion dieser Aspekte der numerischen Ma-

thematik sei auf die entsprechenden Vorlesungen der Mathematik verwiesen, wie

auch die zahlreichen Bücher, die es zu diesem Thema gibt.

Schließlich kann man an eine Einführung in
”
Computational Physics“, einem

vergleichsweise neuen Teilgebiet der Physik, denken. Dies wird auch die primäre

Sichtweise dieser Vorlesung sein. Computational Physics wird manchmal neben

Experiment und Theorie als ein drittes Standbein der Physik bezeichnet [10,11].

Zu betonen ist jedoch, dass Computational Physics als Bestandteil der Physik

das Verständnis der Natur zum Ziel hat, wofür in diesem Fall eine numerische

Methode verwendet wird. Eine grafische Darstellung ist oft unabdingbar, jedoch

sollten bunte Bilder nicht mit Einsicht verwechselt werden. Auch kommt man

ohne analytische Hilfsmittel nicht aus, um zum Beispiel die Probleme für eine

Bearbeitung mit dem Computer geeignet auzubereiten, oder um die korrekte

Funktion der Programme zu prüfen.

Da die genannten Themen und insbesondere Computational Physics inzwi-

schen ein breites Gebiet darstellen, ist eine Themenauswahl unumgänglich. Eine

http://www.nr.com/
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solche Auswahl spiegelt immer auch die perönlichen Präferenzen des Dozenten

wieder. Auch wenn ein einigermaßen vollständiger Überblick über die wichtig-

sten Themen den Rahmen dieser Vorlesung sprengen würde, soll dennoch ver-

sucht werden, zumindest einen Eindruck von einigen der wichtigsten Verfahren

und Vorgehensweisen zu vermitteln.
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1 Klassische Mechanik

In der klassischen Mechanik wird der Zustand von N
”
Teilchen“ (Körpern) zur

Zeit t beschrieben durch ihre Orte ~ri(t), i = 1, . . . , N und die Geschwindigkeiten

~vi(t) =
d

dt
~ri(t) =: ~̇ri(t) , i = 1, . . . , N . (1.1)

Diese beiden Größen sind äquivalent zu den aus der Theoretischen Mechanik

bekannten Koordinaten und Impulsen.

Die Dynamik dieser Größen ist beschrieben durch die Newtonschen Bewe-

gungsgleichungen

mi ~̈ri = ~Fi

(
{~ri(t)}, {~̇ri(t)}, t

)
, (1.2)

wobei mi bzw. ~Fi die Masse bzw. die Summe aller auf das ite Teilchen wirkenden

Kräfte sind. Gesucht sind die Bahnkurven ~ri(t).

Es ist an dieser Stelle vielleicht nützlich sich zu erinnern, unter welchen Bedin-

gungen die Lösung der Bewegungsgleichungen (1.2) geschlossen angegeben wer-

den kann. Zunächst schränkt man sich gewöhnlich in der Theoretischen Mecha-

nik auf konservative Kraftfelder ein, d.h. die Kräfte sind gegeben als Gradienten

eines Potentials: ~Fi = ~∇iV ({~ri(t)}, t). Aufgrund der Darstellung des Potenti-

als V über Linienintegrale kann dieses nicht von den Geschwindigkeiten ~̇ri(t)

abhängen, so dass geschwindigkeitsabhängige Kräfte ausgeschlossen werden. Ins-

besondere schließt dies Reibungskräfte aus, denn diese sind explizit geschwindig-

keitsabhängig. Unter der Annahme konservativer Kraftfelder ist das Einteilchen-

problem (N = 1) geschlossen lösbar, sowie translationsivariante Zweikörperpro-

bleme (N = 2), da diese auf effektive Einteilchenprobleme zurückgeführt werden

können. Bekanntlich ist aber bereits das Dreikörperproblem eine harte Nuß.

In den meisten Fällen können daher quantitative Ergebnisse nur mit Nähe-

rungsverfahren erzielt werden. So wurden z.B. bereits im 19. Jahrhundert Pro-

bleme der Himmelsmechanik mit Störungstheorie gelöst. Eine Alternative, mit

der wir uns im folgenden beschäftigen wollen, sind numerische Verfahren. Auch

diese sind nicht grundsätzlich neu (Anfänge sind z.B. bei Gauß und Euler zu

finden), jedoch hat der Siegeszug der Computer ihre praktische Durchführbarkeit

erheblich verbessert. Die folgenden Kapitel werden sich mit numerischen Lösungs-

verfahren für die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik beschäftigen;

für ergänzende Literatur sei dabei auf [10,11,29] verwiesen.
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1.1 Euler-Verfahren

Das Euler-Verfahren ist eine (die wohl einfachste) Methode, Differentialgleichun-

gen vom Typ (1.2) numerisch zu lösen. Zur Vereinfachung der Notation be-

schränken wir uns in der folgenden Diskussion auf den Fall eines Teilchens der

Masse m.

Zunächst schreiben wir die Newtonsche Bewegungsgleichung (1.2) in der Form

~̇r(t) = ~v(t) ,

~̇v(t) =
~F (~r(t), ~v(t), t)

m
=: ~a (~r(t), ~v(t), t) . (1.3)

Zweitens nähern wir die Zeitableitung durch den Differentialquotienten

~̇r(t) ≈ ~r(t + ∆t) − ~r(t)

∆t
, ~̇v(t) ≈ ~v(t + ∆t) − ~v(t)

∆t
. (1.4)

Setzt man für die linken Seiten hier die Bewegungsgleichungen (1.3) ein, so kann

man nach ~r(t + ∆t) und ~v(t + ∆t) auflösen, d.h. für bekannte ~r(t) und ~v(t)

(womit auch ~a (~r(t), ~v(t), t) bekannt ist) liefern (1.3) und (1.4) eine Näherung

dieser Größen zur Zeit t + ∆t.

Diese Überlegungen erlauben die näherungsweise Berechnung einer diskreten

Zeitentwicklung. Man betrachtet also diskrete Zeiten mit Abständen ∆t

tn = t0 + n ∆t , n = 0, 1, 2, . . . (1.5)

und definiert

~rn = ~r(tn) , ~vn = ~v(tn) , ~an = ~a(~rn, ~vn, tn) .

Für diese Größen erhalten wir aus (1.3) und (1.4) die Iterationsvorschrift

~vn+1 = ~vn + ~an ∆t , ~rn+1 = ~rn + ~vn ∆t . (1.6)

Diese Approximation an die Zeitentwicklung ist als Euler-Verfahren bekannt.

Im Euler-Verfahren sind die Werte ~vn+1, ~rn+1 am Ende des Zeitintervals

[tn, tn+1] ausschließlich durch die Werte an dessen Anfang ~an, ~vn und ~rn bestimmt.

Ferner geht die genäherte diskrete Zeitentwicklung im Limes ∆t → 0 formal in

die exakte Zeitentwicklung über. Die Genauigkeit für endliches aber kleines ∆t

liest man aus der Taylor-Entwicklung ab

~r(t + ∆t) = ~r(t) + ∆t ~̇r(t) + O(∆t2) . (1.7)
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n tn+1t

Abbildung 1.1: Ein Zeitschritt ∆t des Euler-Verfahrens.

Folglich besteht ein Zeitschritt (1.6) im Euler-Verfahren in der linearen Näherung

an die Bahnkurve zur Zeit tn, wobei quadratische Termine in ∆t sowie Terme

höherer Ordnung vernachlässigt werden. Diese Eigenschaft eines Zeitschritts im

Euler-Verfahren ist in Abb. 1.1 skizziert.

1.2 Euler-Richardson-Verfahren

Genau an der Stelle (1.7) kann man ansetzen, um das Verfahren zu verbessern,

indem man Terme quadratischer (oder höherer Ordnung) in ∆t in der diskretisier-

ten Zeitentwicklung korrekt berücksichtigt. Die Euler-Richardson-Methode (eng

verwandt mit dem Runge-Kutta-Verfahren, das im nächsten Kapitel diskutiert

wird) ist eine solche Verbesserung.

Man führt zunächst einen mittleren Zeitpunkt tmid = t + ∆t/2 ein, und be-

stimmt für diesen mit dem Euler-Verfahren eine Geschwindigkeit ~vmid und Positi-

on ~rmid, sowie ferner ~amid = ~F (~rmid, ~vmid, tmid) /m. Mit den nun verfügbaren Da-

ten ~rn, ~vn, ~an und ~rmid, ~vmid, ~amid hat man nun ausreichend viele freie Parameter

um ~vn+1 und ~rn+1 so zu konstruieren, dass diese genau sind bis einschließlich der

Ordnung ∆t2. Diese Überlegungen führen auf das Euler-Richardson-Verfahren:

~an = ~F (~rn, ~vn, tn) /m ,

~vmid = ~vn + ~an
∆t

2
,

~rmid = ~rn + ~vn
∆t

2
,



6 1 Klassische Mechanik

r

Euler−Richardson−Näherung

wahre
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tn tn+1tn +
2

t∆
t

Abbildung 1.2: Ein Zeitschritt ∆t des Euler-Richardson-Verfahrens.

~amid = ~F

(
~rmid, ~vmid, tn +

∆t

2

)
/m (1.8)

und

~vn+1 = ~vn + ~amid ∆t ,

~rn+1 = ~rn + ~vmid ∆t . (1.9)

Ein solcher Zeitschritt im Euler-Richardson-Verfahren ist in Abb. 1.2 skizziert.

Zwar müssen wir jetzt doppelt so viele Operationen pro Zeitschritt ausführen,

meistens ist der Euler-Richardson-Algorithmus aber trotzdem deutlich schneller

als der einfache Euler-Algorithmus, da wir größere Zeitschritte ∆t verwenden

können.

In der Tat sind die Abweichungen eines Zeitschritts des Euler-Richardson-

Algorithmus nur von der Ordnung ∆t3. Um dies hier zumindest plausibel zu

machen, verwenden wir eine Taylor-Entwicklung um tmid. Für die Geschwindig-

keiten gilt

~vn = ~vmid −
∆t

2
~̇vmid +

∆t2

8
~̈vmid + O(∆t3) ,

~vn+1 = ~vmid +
∆t

2
~̇vmid +

∆t2

8
~̈vmid + O(∆t3) . (1.10)

Unter Beachtung von ~̇vmid = ~amid findet man ~vn+1 − ~vn = ∆t~amid + O(∆t3).

Mit analogen Argumenten folgt, dass ~rn+1 − ~rn = ∆t ~vmid + O(∆t3). Somit tritt
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bei Verwendung von (1.9) tatsächlich kein quadratischer Korrekturterm in ∆t

auf, sondern die durch die Näherung verursachten Abweichungen sind von der

Ordnung ∆t3.

Als ein Anwendungsbeispiel des Euler-(Richardson-)Algorithmus in der Phy-

sik wollen wir Reibungskräfte betrachten. Wie bereits erwähnt, sind Reibungs-

kräfte geschwindigkeitsabhängig. Wir beschränken uns auf Flüssigkeiten und Ga-

se. Dann gilt für nicht allzu große Geschwindigkeiten in guter Näherung

~FR = −λ m~v , (1.11)

wobei die Konstante λ von der Geometrie und Masse des Körpers abhängt und

die Einheit einer inversen Zeit (s−1) besitzt.

Für höhere Geschwindigkeiten stellt

~FR′ = −C m |~v| ~v (1.12)

eine bessere Beschreibung dar. Auch die Konstante C hängt von der Geometrie

und Masse des Körpers ab und besitzt nun die Einheit einer inversen Länge (m−1).

Eine wichtige Eigenschaft der Reibungskraft (1.12) ist eine Kopplung der Bewe-

gungsgleichung für die verschiedenen Koordinaten (über |~v|) – mit der Reibungs-

kraft (1.11) entkoppeln die einzelnen Komponenten der Bewegungsgleichung.

Sowohl bei (1.11) als auch bei (1.12) handelt es sich um phänomenologische

Formeln, die im Sinne einer Taylor-Entwicklung bzgl. ~v an komplexere physikali-

sche Prozesse zu verstehen sind.

Wir betrachten ferner das Schwerefeld der Erde. Die Gravitationskraft kann

in der Nähe der Erdoberfläche approximiert werden durch

~Fg = −m g~ez . (1.13)

Ohne Reibung, d.h. beim idealen freien Fall, sind die Bahnkurven Parabeln und

die Geschwindigkeit ~v(t) wächst linear mit der Zeit. Die Reibung führt zu einer

wichtigen Änderung im Vergleich zum idealen freien Fall. Nun können sich die

Erdanziehung und Reibung aufheben! Dies führt zu einer Grenzgeschwindigkeit

~vmax.

Für den Fall (1.11) kann man die Grenzgeschwindigkeit leicht durch Nullsetzen

der Summe von (1.11) und (1.13) herleiten. Man findet:

~vmax = − g

λ
~ez . (1.14)
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Analog findet man für die zweite phänomenologische Reibungskraft (1.12) durch

Nullsetzen der Summe von (1.12) und (1.13) ebenfalls eine maximale Geschwin-

digkeit ~v′
max. Diese ist gegen durch

~v′
max = v′

max ~ez , v′
max = −

√
g

C
. (1.15)

1.3 Runge-Kutta-Verfahren

Bei den Newtonschen Bewegungsungleichungen (1.2) handelt es sich um Syste-

me gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Im folgenden sollen

die bisherigen Betrachtung verallgemeinert und ergänzt werden. So betrachten

wir im folgenden den allgemeinen Fall gewöhnlicher Differentialgleichungen nter

Ordnung, werden eine neue Sichtweise der bisher dargestellten Verfahren kennen-

lernen und schließlich deren Ordnung weiter verbessern. Weiterführende Literatur

zu diesem Thema findet man z.B. in Kapitel 16 des Buches [24] sowie Kapitel 4.1

des Buches [17].

1.3.1 Systeme nter Ordnung

Gegeben sei ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen nter Ordnung

dn ul

dtn
= fl

(
t, u1, . . . , um,

d u1

dt
, . . . ,

d um

dt
, . . .

dn−1 u1

dtn−1
, . . . ,

dn−1 um

dtn−1

)
(1.16)

für die m Funktionen ul(t) (l = 1, . . . , m). Als konkretes Beispiel für (1.16) denken

wir an die Newtonschen Bewegungsungleichungen (1.2), für die n = 2 und m =

3 N gilt.

Eine Differentialgleichungssystem vom Typ (1.16) läßt sich immer auf ein

System gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zurückführen. Dazu

führt man Variablen

zk,l(t) =
dk ul(t)

dtk
(1.17)

mit k = 0, . . . , n−1; l = 1, . . . , m ein. Mit diesen Variablen ist das System (1.16)

äquivalent zu dem folgenden System 1. Ordnung:

d zn−1,l

dt
= fl (t, z0,1, . . . , z0,m, z1,1, . . . , z1,m, zn−1,1, . . . , zn−1,m) ,

d zk,l

dt
= zk+1,l , k = 0, . . . , n − 2 . (1.18)
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Die gesuchten Funktionen erhält man dann nach (1.17) als ul(t) = z0,l(t). Auf-

grund dieser Überlegung kann man sich bei der Konstruktion von numerischen

Verfahren auf Differentialgleichungen 1. Ordnung beschränken:

d xr

dt
= fr (t, x1, . . . , xN) . (1.19)

Genaugenommen haben wir dies sowohl beim Euler-Verfahren (1.6) wie auch

beim Euler-Richardson-Algorithmus (1.8,1.9) bereits getan, indem wir die Varia-

blen ~v (entsprechend z1,l) und ~r (entsprechend ul = z0,l) verwendet haben.

1.3.2 Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung

Die einfachste Näherungslösung für eine Gleichung vom Typ (1.19) zu diskreten

Zeiten tn = t0 + n ∆t ist durch das Euler-Verfahren gegeben

xr(tn) → xr,n+1 = xr,n + ∆t fr (tn, x1,n, . . . , xN,n) . (1.20)

Dies ist offensichtlich eine Approximation, die genau ist bis zur Ordnung ∆t.

Nach Einsetzen der Variablen-Identifikationen erkennt man tatsächlich schnell

die bereits früher angegebene Form (1.6) des Euler-Verfahrens.

Eigentlich gibt es keinen Grund, warum man bei der Berechnung von fr auf der

rechten Seiten von (1.20) ausgerechnet den Anfangspunkt des Intervalls [tn, tn+1]

verwendet. Tatsächlich kann man nicht nur andere Zeiten wählen, sondern durch

Linearkombination die Genauigkeit des Verfahrens verbessern. Speziell können

wir unter Verwendung von zwei Zeitpunkten den Ansatz machen, dass wir zwei

Zeitschritte der Länge α ∆t und (1−α) ∆t nacheinander ausführen und das Ergeb-

nis dann zu einem direkten Zeitschritt über ∆t addieren. In diesem Sinn machen

wir zunächst den Ansatz

kr = ∆t fr (tn, x1,n, . . . , xN,n) ,

xr,n+1 = xr,n + ∆t

(
w1 fr (tn, x1,n, . . . , xN,n) (1.21)

+w2 fr (tn + α ∆t, x1,n + α k1, . . . , xN,n + α kN)

)

mit freien Parametern α, w1 und w2. Dieser Ansatz soll nun die Taylor-Entwicklung

für xr(t) bis zur zweiten Ordnung reproduzieren:

xr(t + ∆t) − xr(t) = ∆t
d xr

dt
+

∆t2

2

d2 xr

dt2
+ O(∆t3)

= ∆t fr +
∆t2

2

d fr

dt
+ O(∆t3) . (1.22)
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Hierbei ist
d fr

dt
=

∂ fr

∂t
+
∑

s

∂ fr

∂xs

d xs

dt
=

∂ fr

∂t
+
∑

s

∂ fr

∂xs
fs , (1.23)

wobei wir im zweiten Schritt die Differentialgleichung (1.20) eingesetzt haben.

Andererseits lautet die Taylor-Entwicklung von (1.21)

xr,n+1 − xr,n = w1 ∆t fr + w2 ∆t fr

+w2 ∆t2 α
∂ fr

∂t
+ w2 ∆t2 α

∑

s

∂ fr

∂xs
fs

+O(∆t3) , (1.24)

mit fr = fr (tn, x1,n, . . . , xN,n).

Durch Vergleich der Koeffizienten von (1.22) und (1.24) folgt

w1 + w2 = 1 , w2 α =
1

2
. (1.25)

Diese Bedingungen besitzen eine einparametrige Schar von Lösungen, unter denen

keine ausgezeichnet ist. Eine einfache Wahl ist

α =
1

2
, w2 = 1 , w1 = 0 . (1.26)

Wir erhalten damit das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung, das bis zur Ordnung

∆t2 genau ist:

kr = ∆t fr (tn, x1,n, . . . , xN,n) ,

xr,n+1 = xr,n + ∆t fr

(
tn +

∆t

2
, x1,n +

k1

2
, . . . , xN,n +

kN

2

)
. (1.27)

Nach Transformation auf die Variablen ~r und ~v erkennt man den Euler-Richardson-

Algorithmus (1.8,1.9) wieder.

1.3.3 Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung

Unter Verwendung von mehr Zwischenschritten kann man ganz ähnlich wie in

dem letzten Unterkapitel auch Runge-Kutta-Verfahren höherer Ordnung konstru-

ieren. Ein häufig verwendetes Verfahren ist das Runge-Kutta-Verfahren vierter
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r

∆ t

x

2

1

4

3

t

x

n

r,n

xr,n+1

tn+1tn +
2

t

Abbildung 1.3: Ein Zeitschritt ∆t im Runge-Kutta-Verfahren 4. Ord-
nung.

Ordnung, das bis zur Ordnung ∆t4 genau ist:

k1,r = ∆t fr (tn, x1,n, . . . , xN,n) ,

k2,r = ∆t fr

(
tn +

∆t

2
, x1,n +

k1,1

2
, . . . , xN,n +

k1,N

2

)
,

k3,r = ∆t fr

(
tn +

∆t

2
, x1,n +

k2,1

2
, . . . , xN,n +

k2,N

2

)
,

k4,r = ∆t fr (tn + ∆t, x1,n + k3,1, . . . , xN,n + k3,N) ,

xr,n+1 = xr,n +
k1,r

6
+

k2,r

3
+

k3,r

3
+

k4,r

6
. (1.28)

In diesem Verfahren tritt ein Satz von vier Zwischengrößen ki,r, i = 1, . . . , 4

auf. Das Verfahren (1.28) soll hier nicht hergeleitet werden, stattdessen sei es

in Abb. 1.3 grafisch veranschaulicht. Jeder der vier Zwischenschritte ki,r ergibt

eine in der Ordnung ∆t korrekte Näherung für xr,n+1. Diese vier Näherungen

werden in der letzten Zeile von (1.28) nun so linear kombiniert, dass sich die

Korrekturterme der Ordnung ∆t2, ∆t3 und ∆t4 wegheben. Man beachte, dass

die Summe der Koeffizienten eins ergeben muß, um die 1. Ordnung zu erhalten

(in der Tat ist 1/6 + 1/3 + 1/3 + 1/6 = 1).

Man beachte, dass ∆t nicht beliebig groß gewählt werden kann, da die Po-

tenzreihenentwicklung für große ∆t gar nicht oder nur sehr langsam konvergiert.

So sollte man bei Schwingungen oder Umläufen auch bei Verfahren hoher Ord-

nung mindestens größenordnungsmäßig 10 Zeitschritte je Periode machen. Daher
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ist es zwar grundsätzlich möglich, Verfahren beliebig hoher Ordnung zu konstru-

ieren; der zusätzliche Rechenaufwand wird aber irgendwann nicht mehr durch

den Gewinn an Genauigkeit gerechtfertigt. Das Runge-Kutta-Verfahren vierter

Ordnung ist aus diesem Blickwinkel ein guter Kompromiß und hat sich daher als

Standard-Verfahren etabliert.

1.3.4 Schrittweitenanpassung und Fehlerkontrolle

Es gibt Probleme, wie z.B. der Flug einer Rakete zum Mond, in der sowohl Phasen

mit schnellen Änderungen (Raketenstart, Einschwenken in Mondumlaufbahn, ...)

solchen mit einer recht übersichtlichen Zeitentwicklung (z.B. Flugphase der Ra-

kete von der Erde zum Mond) gegenüberstehen. In solchen Fällen ist es sinnvoll,

nicht das gesamte Problem mit einer so kleinen Schrittweite ∆t zu rechnen, dass

zu allen Zeiten die gewünschte Genauigkeit erreicht wird, sondern eine Anpassung

der Schrittweite im Verlauf des Verfahrens vorzunehmen.

Am elegantesten ist eine adaptive Steuerung der Schrittweite, die gleichzeitig

auch eine Abschätzung des Fehlers erlaubt. Eine Möglichkeit den Fehler zu kon-

trollieren erhält man, wenn man jeden Schritt doppelt ausführt, und zwar einmal

direkt und einmal als zwei halbe Schritte1:

xr,n → xr,n+1 = X1 ,

xr,n → xr

(
tn +

∆t

2

)
→ xr,n+1 = X2 . (1.29)

Für ein Verfahren mter Ordnung gilt nun

xr (tn + ∆t) = X1 + c ∆tm+1 + O
(
∆tm+2

)

= X2 + 2 c

(
∆t

2

)m+1

+ O
(
∆tm+2

)
. (1.30)

Wir haben also

X2 − X1 ≈ c ∆tm+1
(
1 − 2−m

)
. (1.31)

Wir können nun eine Schrittweite ∆̃t so bestimmen, dass der Fehler mit dieser

Schrittweite in einem Schritt nach (1.29) einen vorgegebenen Wert ǫ annimmt
∣∣∣X̃2 − X̃1

∣∣∣ = ǫ . (1.32)

1Der einfache und doppelte Schritt teilen zumindest den Anfangspunkt. Durch Wiederver-
wenden solchen Überlapps kann der zusätzliche Rechenaufwand auf weniger als 50% reduziert
werden.
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Aus (1.31) folgt

ǫ = |c| ∆̃tm+1
(
1 − 2−m

)
,

|X2 − X1| = |c| ∆tm+1
(
1 − 2−m

)
. (1.33)

Dies kann nach ∆̃t aufgelöst werden:

∆̃t = ∆t m+1

√
ǫ

|X2 − X1|
. (1.34)

War der Fehler größer als gewünscht, muß der letzte Schritt mit der Schrittweite

(1.34) wiederholt werden. Ist der Fehler geringer als gefordert, kann im nächsten

Schritt die größere Schrittweite (1.34) verwendet werden2.

Da man c kennt, kann man außerdem eine sogenannte lokale Extrapolation

ausführen, die den Fehlerterm der Ordnung m + 1 korrigiert. Dazu kombiniert

man (1.30) so, dass der Term m + 1ter Ordnung eliminiert wird und verwendet

als Schätzwert

xr,n+1 = X2 +
X2 − X1

2m − 1
. (1.35)

Ob man dies tut oder läßt, ist Geschmackssache. In jedem Fall darf man nicht

vergessen, dass man auch bei dieser Korrektur der m + 1ten Ordnung nur den

Fehler der mten Ordnung kontrolliert.

1.4 Kepler-Probleme und Sonnensystem

Wir wollen in den Übungen astronomische Probleme (insbesondere das Sonnensy-

stem) simulieren. Ergebnisse, die Sie hierzu benötigen, werden in diesem Kapitel

zusammengefaßt.

Wir betrachten zunächst ein Zentralproblem in dem Gravitationspotential

V (r) = −G M m

r
, (1.36)

wobei M die Masse des Zentralkörpers ist. Aus dem Potential (1.36) ergibt sich

eine Kraft

~F (~r) = −G M m

r3
~r (1.37)

mit r = |~r| =
√

~r · ~r.
2Es empfiehlt sich, die Schrittweite ∆t grundsätzlich etwas kleiner zu wählen, als die

”
ge-

naue“ Formel nahelegt.
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b

r r1 2

ε a a
B1 B2

Abbildung 1.4: Eine Ellipse. Die Bezeichnungen sind im Text erläutert.

Für Energie E < 0 erhalten wir gebundene Bahnen. In dem Potential (1.36)

handelt es sich hierbei um geschlossene Kurven, und zwar um Ellipsen. Wir fassen

nun kurz einige bekannte Eigenschaften elliptischer Bahnen zusammen, die bei

der Simulation von Kepler-Problemen nützlich sind. Dazu betrachten wir die in

Abb. 1.4 dargestellte Ellipse. B1 und B2 sind die beiden Brennpunkte, a die große

Halbachse und b die kleine Halbachse. ǫ ≥ 0 ist die sogenannte Exzentrizität.

Für ǫ = 0 findet man a = b und die beiden Brennpunkte fallen zusammen, so

dass sich ein Kreis ergibt. Eine mögliche Charakterisierung einer Ellipse ist, dass

die Summe der Abstände von den beiden Brennpunkten B1 und B2 zu einem

beliebigen Punkt auf ihr konstant ist. Mit den Bezeichnungen in Abb. 1.4 kann

man daraus folgern, dass

b = a
√

1 − ǫ2 . (1.38)

Aus dieser Formel folgert man weiter, dass ǫ < 1 für eine eine Ellipse.

Das Kraftzentrum (und damit auch der Koordinatenursprung r = 0) befindet

sich in dem Brennpunkt, den wir B1 genannt haben. Die Orte mit den minimalen

und maximalen Bahnradien (r1 bzw. r2) werden Apsiden genannt. Aus obiger

Skizze liest man ab:

r1 = (1 − ǫ) a r2 = (1 + ǫ) a . (1.39)

Dies ist übrigens auch konsistent mit der Definition der großen Halbachse a =

(r1 + r2)/2.
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Aus der Diskussion des Zentralpotentials (1.36) in der Theoretischen Mecha-

nik folgt (siehe z.B. S. 57 von [27])

a =
r1 + r2

2
= −G M m

2 E
, (1.40)

mit der Gesamtenergie

E =
1

2
m v2 + V (r) . (1.41)

Diese Definition von E kann man nun nach v(r) auflösen. Man findet mit Hilfe

von (1.36) und (1.40)

v(r) =

√
G M

(
2

r
− 1

a

)
. (1.42)

Für eine Kreisbahn ist r = a. In diesem Fall reduziert sich (1.42) auf

v =

√
G M

r
. (1.43)

Letzteres Ergebnis folgt auch elementar durch Betrachtung des Gleichgewichts

von
”
Fliehkraft“ und Gravitationskraft (1.37).

Da man außer dem Betrag der Geschwindigkeit auch ihre Richtung kennen

muß, empfiehlt es sich, (1.42) auf Werte von r anzuwenden bei denen d r/dt

verschwindet, was ~v ⊥ ~r bedeutet. Dies ist für eine Kreisbahn immer erfüllt,

so dass für gegebenes r die zu einer Kreisbahn führende Geschwindigkeit aus

(1.43) bestimmt werden kann. Im Fall einer Ellipse gilt ~v ⊥ ~r insbesondere für

die beiden Apsiden r1 und r2. Für eine gegebene elliptische Bahn kann man die

Geschwindigkeit ~v daher mit Hilfe von (1.42) an den Apsiden besonders einfach

bestimmen.

Das Potential (1.36) gilt auch für die relative Bewegung zweier Körper der

Massen m und M . In diesem Fall ist ~r als Differenz der Ortsvektoren der beiden

Körper zu interpretieren. Dies läßt sich leicht auf die gravitative Wechselwirkung

von N Körpern der Massen mi verallgemeinern:

V (~r1, . . . , ~rN) = −G
∑

i<j

mi mj

|~ri − ~rj|
. (1.44)

Hieraus folgen die Bewegungsgleichungen

~̈ri = −G

N∑

j=1
j 6=i

mj
~ri − ~rj

|~ri − ~rj |3
. (1.45)
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1.4.1 Einheiten im Sonnensystem

Für eine numerische Lösung empfiehlt es sich grundsätzlich, an das Problem

angepaßte Einheiten zu verwenden. Bei einem Zentralkraftproblem sollten diese

so gewählt werden, dass der Zahlenwert von G M in der Nähe von 1 liegt. Zur

Beschreibung des Sonnensystems verwendet man als Längeneinheit die astrono-

mische Einheit (AU), die gleich der großen Halbachse der Erdumlaufbahn (d.h.

im wesentlichen deren mittleren Radius) gesetzt wird:

1 AU = 1, 496 1011m . (1.46)

Als Zeiteinheit verwendet man das Jahr, 1 yr ≈ 3, 15 107s, d.h. die Umlaufdauer

der Erde, die in guter Näherung auf einer Kreisbahn umläuft. Nun gilt für die

Umlaufdauer T = 2π r
v

auf einer Kreisbahn mit Radius r nach (1.43)

T 2 =
4π2

G M
r3 . (1.47)

Diese Beziehung ist die Aussage des 3. Keplerschen Gesetzes für den speziellen

Fall einer Kreisbahn. Die Beziehung (1.47) kann man leicht nach dem Produkt von

Gravitationskonstante und Sonnenmasse auflösen, und erhält in astronomischen

Einheiten (r = 1 AU , T = 1 yr) den folgenden Wert:

G M = 4π2 AU 3

yr2
. (1.48)



17

2 Diskrete Fourier-Transformation

An vielen Stellen benötigt man eine Fourier-Analyse. Dies ist z.B. bei der Bestim-

mung der in einer periodischen Bewegungen auftretenden Frequenzen der Fall

(man denke z.B. an die Bahnkurven ~ri(t) der Körper unseres Sonnensystems).

Hier erinnern wir kurz an die diskrete Fourier-Transformation (für eine etwas

ausführlichere Dikussion vgl. z.B. Kapitel 12.1 von [24] oder Kapitel 9 von [11]).

Gegeben seien Funktionswerte fr an N äquidistanten Punkten r = 0, 1, . . . ,

N − 1. Dann definieren wir die komplexe diskrete Fourier-Transformation über

f̂s =
1√
N

N−1∑

r=0

e−2 π i r s/N fr , (2.1)

wobei s ebenfalls die ganzzahligen Werte von 0 bis N − 1 annimmt. Die inverse

Transformation ist gegeben durch

fr =
1√
N

N−1∑

s=0

e2 π i r s/N f̂s . (2.2)

Für die Vorfaktoren gibt es unterschiedliche Konventionen in der Literatur. In

(2.1) und (2.2) wurden sie so gewählt, dass man unitäre Abbildungen erhält.

Nach (2.1) und (2.2) sind für die Berechnung der Transformation jeweils N

Elemente zu berechnen, die ihrerseits aus N Summanden bestehen. In dieser Dar-

stellung sind somit O(N2) Operationen durchzuführen. Hierbei handelt es sich

um einen erheblichen Aufwand: eine naive Verwendung von (2.1) oder (2.2) zur

Berechnung des Frequenz-Spektrums einer nicht besonders langen Zeitreihe mit

N = 106 Datenpunkten benötigt einen erheblichen Aufwand mit einer Größen-

ordnung von 1012 Operationen! Für so etwas muß man selbst bei einem modernen

Computer etwas Geduld aufwenden.

Häufig ist es jedoch möglich, die Zahl der benutzten Datenpunkte N zu va-

riieren. Wir werden etwas später zeigen, wie man die Summen (2.1) und (2.2)

insbesondere im Spezialfall, dass N eine 2er-Potenz ist, deutlich schneller berech-

nen kann. Dazu ist es jedoch nützlich, sich an Binär-Zahlen zu erinnern.

2.1 Binär-Zahlen

Der Computer arbeitet mit sognenannten
”
Bits“, d.h. Einheiten die die Zahlen-

werte 0 und 1 annehmen. Dies führt auf natürliche Weise zur Binärdarstellung,
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und oder exklusiv oder
am bm am & bm am | bm am ^ bm

0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 0

Tabelle 2.1: Ergebnisse cm einer
”
und“ (cm = am & bm),

”
oder“ (cm =

am | bm ) bzw.
”
exklusiv oder“ (cm = am ^ bm) Verknüpfung zweier Bits

am und bm.

d.h. einer Darstellung zur Basis 2. Für eine ganze Zahl B lautet die Binärdarstel-

lung

B =

N∑

m=0

bm 2m , (2.3)

wobei bm die Bits der Zahl sind. Analog zur Dezimaldarstellung schreibt man die

Binärdarstellung (2.3) als

bN bN−1 . . . b1 b0 , (2.4)

wobei führende Nullen oft mit dargestellt werden. Die Binärdarstellung der De-

zimalzahl 13 lautet z.B. 1101. 8 Bits werden zu einem
”
Byte“ zusammengefaßt.

Mit einem Byte sind die ganzen Zahlen 0 ≤ B ≤ 28 − 1 = 255 darstellbar.

Programmiersprachen unterstützen neben den Grundrechenarten auch binäre

Operationen auf ganzen Zahlen. Dies sind zunächst die bitweise
”
und“- (C = A

& B),
”
oder“- (C = A | B ) bzw.

”
exklusiv oder“-Verknüpfung (C = A ^ B)

zweier Zahlen A und B. Hierbei haben wir die Symbole &, | bzw. ^ verwendet,

die z.B. in C, C++ und Java für diese Operationen zum Einsatz kommen. Das

Ergebnis C wird hierbei berechnet, indem jedes Bit cm über die entsprechende

Verknüpfung aus den zugehörigen Bits am und bm von A und B berechnet wird.

Die Ergebnisse für die Verknüpfungen von zwei Bits am und bm sind in Tabelle 2.1

zusammengefaßt.

Eine weitere wichtige Klasse von Operationen auf der Binär-Darstellung sind

die Bit-Shifts. Verwenden wir wieder die Symbole, die insbesondere in C, C++

und Java ür diese Operationen verwendet werden, wird ein Shift um n Bits nach

links geschrieben als

B = A <<n (2.5)
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sowie ein Shift um n Bits nach rechts als

B = A >>n . (2.6)

Für die Bits bedeutet die Links-Verschiebung (2.5) die Zuordnung bm+n = am

(m ≥ 0) und bk = 0 (k < n), wobei die Bits von A, für die im Ergebnis B kein

Platz ist, wegfallen. Effektiv bewirkt die Verschiebung um n Bits nach links eine

Multiplikation mit einer Potenz von 2, nämlich B = 2n A modulo der Kapazität

des Datentyps.

Analog bedeutet die Rechts-Verschiebung (2.6) die Zuordnung bm = am+n,

wobei im Datentyp nicht vorhandene links Bits am+n auf 0 gesetzt werden. Die

Bits ak mit k < n gehen hierbei verloren. Effektiv bewirkt die Verschiebung um

n Bits nach rechts eine ganzzahlige Division ohne Rest durch eine Potenz von 2,

nämlich B = A/2n ohne Rest.

2.2 Schnelle Fourier-Transformation

Im Spezialfall, dass N = 2m eine 2er-Potenz ist, bietet die ,,Schnelle Fourier-

Transformation” (Fast Fourier Transformation (FFT)) eine Alternative zur Be-

rechnung der Summen (2.1) und (2.2), die mit O(N log2 N) Operationen aus-

kommt, also deutlich schneller ist (siehe z.B. Kapitel 12.2 von [24] und An-

hang 9B von [11]). Die hier vorgestellte Formulierung ist als Danielson-Lanczos-

Algorithmus bekannt.

Wir führen zuerst ein wenig Notation ein, und zwar die fundamentale Nte

Einheitswurzel

WN = e2 π i/N (2.7)

sowie eine etwas anders normierte Form der (transformierten) Daten

Fs =
1√
N

f̂s . (2.8)

Dann kann man (2.2) zuerst mit diesen Größen ausdrücken und anschließend die

Summe in die geraden bzw. ungeraden Terme zerlegen:

fr =
N−1∑

s=0

W r s
N Fs =

N/2−1∑

s=0

W
r (2 s)
N F2 s +

N/2−1∑

s=0

W
r (2 s+1)
N F2 s+1

=

N/2−1∑

s=0

W r s
N/2 F2 s + W r

N

N/2−1∑

s=0

W r s
N/2 F2 s+1 (2.9)

= F e
r + W r

N F o
r .
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Abbildung 2.1: Struktur der schnellen Fourier-Transformation (FFT)
für N = 8 Datenpunkte.

Neben der Zerlegung wurde W 2
N = WN/2 verwendet. In der vorletzten Zeile von

(2.9) erkennt man dann die Fourier-Transformation der geraden bzw. ungeraden

Hälften der Daten: F e
r =

∑N/2−1
s=0 W r s

N/2 F2 s bzw. F o
r =

∑N/2−1
s=0 W r s

N/2 F2 s+1. Man

beachte, dass in (2.9) 0 ≤ r ≤ N zu wählen ist, die Teil-Transformationen F e
r

und F o
r jedoch Periode N/2 besitzen.

Die Zerlegung (2.9) kann nun rekursiv verwendet werden, und zwar solange

bis die Unterfolgen nur noch aus einem Element bestehen. Für N = 4 = 22 findet

man z.B.

fr = F e
r + W r

4 F o
r

= F ee
r + W r

2 F eo
r + W r

4 (F oe
r + W r

2 F oo
r ) (2.10)

= F0 + (−1)r F2 + ir (F1 + (−1)r F3) .

Hierbei wurde W2 = e2 π i/2 = −1 und W4 = e2 π i/4 = i eingesetzt, sowie F ee
r = F0,

F eo
r = F2, F oe

r = F1 und F oo
r = F3 identifiziert.

Im allgemeinen gelangt man nach m = log2 N Schritten zu einem einzelnen

Element Ft der Ursprungsdaten, wobei noch das richtige t zu identifizieren ist. Wir

schreiben Ft = F a1 a2...am
r mit aj = 0 für e (,,even” – die gerade Unterfolge) bzw.

aj = 1 für o (,,odd” – die ungerade Unterfolge). Faßt man die Folge (a1 a2 . . . am)

nun als Binärdarstellung auf, so gilt t = (am am−1 . . . a1). t erhält man somit
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einfach durch Bitumkehr! Dies ist insofern einsichtig, da man zuerst nach gerade

bzw. ungerade fragt (a1 ist also das niedrigste Bit von t) usw. bis schließlich nach

oberer bzw. unterer Hälfte klassifiziert wird (d.h. am ist das höchste Bit von t).

Der gesamte Sachverhalt ist nochmals für N = 8, d.h. m = log2 8 = 3 in

Abb. 2.1 dargestellt. Nach der Herleitung zerteilt man von rechts beginnend die

Berechnung der Summanden in fr unter Verwendung von (2.9) iterativ in jeweils

zwei Unterhälften. Schließlich gelangt man zu den Ursprungsdaten Fs, die durch

Bit-Umkehr identifiziert werden.

Es gibt verschiedenen Möglichkeiten, den beschriebenen Algorithmus zu im-

plementieren, z.B. mit Hilfe von Rekursion, wobei allerdings Kopien der Daten

angelegt werden müssen. Hier wollen wir eine Implementierung vorstellen, die

Speicherplätze so oft wie möglich wiederverwendet. Dazu gehen wir bei der Be-

rechnung genau umgekehrt wie oben geschildert vor: Wir führen zuerst die Bit-

Umkehr aus, und fassen dann jeweils paarweise Summanden zusammen. Damit

ergibt sich der folgende FFT Algoritmus:

1. Vertausche Fr ↔ Ft für t Bit-Umkehr von r. In diesem Schritt kann auch

der Normierungsfaktor in Fr = f̂r/
√

N implementiert werden.

2. Schleife m = 1, n = 2m ≤ N , m → m + 1

Berechne Wn nach (2.7)3.

Schleife k = 0, k < n/2, k → k + 1

Schleife l = k, l < N , l → l + n

Berechne gleichzeitig4

Fl + W k
n Fl+n/2 → Fl

Fl − W k
n Fl+n/2 → Fl+n/2

W k
n sollte durch iterative Multiplikation berechnet werden:

W 0
n = 1, W k+1

n = Wn W k
n .

3An dieser Stelle läßt sich auch leicht das unterschiedliche Vorzeichen aus (2.1) bzw. (2.2)
berücksichtigen, so dass die gleiche Routine sowohl zur Berechnung der Fourier-Transformation
als auch ihrer Inversen verwendet werden kann.

4Man beachte, dass W
l+n/2
n = −W l

n ist, sowie W l
n = W k

n , da l − k ein Vielfaches von n ist.
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Beachtet man die korrekte Reihenfolge der (gleichzeitigen) Ersetzungen, kann das

gleiche Array für die Eingangsdaten fr (oder f̂s), die Zwischenergebnisse Fl sowie

die Ausgangsdaten f̂s (oder fr) verwendet werden.

Die FFT kann zwar in Realteil und Imaginärteil aufgeteilt und dann reell

implementiert werden. Es liegt jedoch nahe, komplexe Arithmetik zu verwenden.

Wir fassen zusammen: Durch geschickte Wiederverwendung von Zwischener-

gebnissen in der Berechnung reduziert die FFT den Aufwand der Berechnung der

N Summen (2.1) oder (2.2) von O(N2) auf O(N log2 N) Operationen, voraus-

gesetzt N ist eine Zweierpotenz. In vielen Anwendungen ist es kein Problem, die

Zahl der Datenpunkte bzw. Stützstellen als Zweierpotenz zu wählen.

Man beachte, dass bei der Anwendung der FFT auf ein physikalisches Problem

die Stützstellen, die in diesem Kapitel mit Abstand eins angenommen wurden,

noch umzurechnen sind.

2.3 Abtasteffekte

In vielen Fällen liegen ursprünglich kontinuierliche Daten vor, wie z.B. ein Au-

diosignal oder der Bahnradius ri(t). Wir wollen daher kurz auf einige Effekte

hinweisen, die bei der Diskretisierung solcher Daten auftreten.

Zunächst betrachten wir reelle Daten fr ∈ R. Aufgrund von (e2 π i x)
⋆

= e−2 π i x

und e2 π i = 1 gilt für die Nte Einheitswurzel (2.7): (W t
N)

⋆
= W−t

N = W N−t
N und

damit für die Fourier-Transformierte (2.1)

f̂ ⋆
s = f̂−s = f̂N−s . (2.11)

Dies hat folgende Konsequenzen für die Abtastung eines kontinuierlichen Signals

f(t):

fr = f(t0 + r ∆t) . (2.12)

Bei einer solchen Abtastung sind nur Frequenzen bis zur Nyquist-Frequenz

fC =
1

2 ∆t
(2.13)

auflösbar. Die Nyquist-Frequenz (2.13) entspricht in unserer bisherigen Sprech-

weise s = N/2, der nach (2.11) höchstfrequenten Fourier-Komponente. Tatsäch-

lich gilt nach dem Abtast-Theorem (siehe z.B. Kapitel 12.1 von [24]), dass f(t)
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0 T/2-T/2
t

0

1

W

Abbildung 2.2: Die Rechteck-Fenster-Funktion (2.14).

eindeutig aus den abgetasteten Datenpunkten fr rekonstruiert werden kann, vor-

ausgesetzt in dem Signal f(t) sind keine Frequenzen oberhalb der Nyquist-Frequenz

fC enthalten.

In dem Fall, dass höhere Frequenzen in dem Signal f(t) vorliegen, tritt je-

doch leider sogenanntes Aliasing auf. Dies bedeutet, dass höhere Frequenzen zu

tiefen Frequenzen gefaltet werden. In der Tat gilt e2 π i f1 tr = e2 π i f2 tr für alle Ab-

tastpunkte tr = t0 + r ∆t genau dann, wenn sich die beiden Frequenzen f1 und

f2 um ein ganzzahligen Vielfaches der Abtastfrequenz unterscheiden, d.h. genau

dann wenn f1 − f2 = n
∆t

mit n ∈ Z (man beachte auch (2.11). Dies bedeutet,

dass ∆t so klein gewählt werden sollte, dass Beiträge mit Frequenzen jenseits der

Nyquist-Frequenz im ursprünglichen Signal f(t) vernachlässigt werden können.

Ein weiterer Effekt, den man beachten sollte, ist das sogenannte Windowing

(vgl. z.B. Kapitel 13.4 von [24]). Man betrachtet nämlich meistens nicht das volle

Signal f(t), sondern schränkt es auf ein Zeitfenster der Länge T ein. Zunächst

betrachten wir ein Rechteck-Fenster (vgl. Abb. 2.2)

W (t) = Θ(t + T/2) Θ(T/2− t) , (2.14)

wobei die Heaviside-Funktion

Θ(t) =

{
1 für t > 0 ,

0 für t < 0
(2.15)

auftritt. Die Fourier-Transformierte des Rechteck-Fensters (2.14) ist im kontinu-

ierlichen Fall leicht berechenbar:

Ŵ (s) =

∞∫

−∞

dt e−2 π i s t W (t) =

T/2∫

−T/2

dt e−2 π i s t =
sin (π s T )

π s
. (2.16)
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Dies bedeutet eine Mischung benachbarter Frequenzen, die nur langsam (∝ 1/s)

mit der Frequenz-Differenz s abfällt. Im diskreten Fall ändert sich das Ergeb-

nis (2.16) etwas, die Schlußfolgerung bleibt jedoch qualitativ unverändert. Der

Grund für dieses Verhalten ist das scharfe An- bzw. Ausschalten des Signals zur

Zeit t = −T/2 bzw. t = T/2 (scharfe Kanten führen bekanntlich zu Überschwin-

gern). Dieses Verhalten läßt sich somit verbessern, wenn man spezielle Fenster-

Funktionen W (t) verwendet, die einen glatten Anstieg und Abfall haben (siehe

z.B. Kapitel 13.4 von [24]). Zumindest sollte man in Erinnerung behalten, dass

die Frequenzauflösung durch die Länge des Zeitfensters begrenzt wird und eben

nicht durch den Abstand der Frequenz-Punkte.
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3 Partielle Differentialgleichungen: Statik

In diesem Kapitel werden wir
”
statische“ Lösungen partieller Differentialgleichun-

gen zu vorgegebenen Randbedingungen diskutieren. In der Mathematik wird diese

Fragestellung als Randwertproblem bezeichnet. Die Fragestellung wollen wir mit

einem Beispiel aus der Elektrostatik illustrieren: Die Poisson-Gleichung lautet in

CGS-Einheiten

− ∆ Φ(~x) = −
d∑

i=1

∂2

∂x2
i

Φ(~x) = 4 π ρ(~x) . (3.1)

Hierbei ist ∆ der Laplace-Operator und d die räumliche Dimension. Naheliegende

Fälle sind d = 3 (insbesondere in der Elektrostatik) sowie d = 2. Ferner sind in

der Elektrostatik die Ladungsdichte ρ(~x) sowie Randbedingungen für Φ gegeben.

Die Aufgabe besteht nun darin, ein Lösung der partiellen Differentialgleichung

(3.1) zu finden und so das Potential Φ(~x) zu bestimmen.

Natürlich gibt es ausgefeilte analytische Verfahren zur Lösung des Randwert-

problems. Wir wollen uns hier jedoch auf numerische Verfahren konzentrieren.

Partielle Differentialgleichungen müssen für eine Behandlung mit dem Rechner

geeignet aufbereitet werden. Eine Möglichkeit ist die Entwicklung nach geeigne-

ten Funktionensystemen. Bekannt ist z.B. die Fourier-Transformation, d.h. die

Entwicklung nach ebenen Wellen, die u.a. den Laplace-Operator diagonalisiert

(beachte: ∆ ei~k·~x = −~k2 ei~k·~x). Auf endlichen Gebieten ist es jedoch bei einem

solchen Zugang nicht immer einfach, vorgegebene Randbedingungen zu berück-

sichtigen. Insbesondere für nichtlineare partielle Differentialgleichungen sind bei

der Entwicklung räumliche Integrale zu berechnen, die insbesondere Matrixele-

mente zwischen verschiedenen Basisfunktionen bestimmen. Im letzteren Fall führt

die Entwicklung auf ein Gleichungssystem, das es zu lösen gilt.

Wir wollen im folgenden einen anderen elementaren Weg beschreiten, der sich

auch durch breite Anwendbarkeit auszeichnet.

3.1 Diskretisierung der Variablen

Eine Vorgehensweise zur Darstellung partieller Differentialgleichungen im Rech-

ner basiert auf der Betrachtung der Funktion f(~x) an Stützstellen ~xi. Dieser

Zugang ist auch analog zur Behandlung gewöhnlicher Differentialgleichungen in

Kapitel 1. Die genannten Stützstellen können recht allgemein gewählt werden,
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wodurch insbesondere bei adaptiver Wahl auch eine gute Anpassung an das Pro-

blem möglich ist. Allerdings ist eine allgemeine Stützstellen-Verteilung schwer zu

handhaben.

Im folgenden soll ein reguläres Gitter von Punkten zur Diskretisierung ei-

ner partiellen Differentialgleichung für die Funktion f(~x) verwendet werden. Als

Gitter wählen wir ein quadratisches bzw. (hyper-)kubisches Gitter

~x~r = ~x0 +
d∑

i=1

∆xi ri ~ei (3.2)

mit ganzzahligen ri. Für die Funktionswerte an diesen Punkten schreiben wir

f~r = f (~x~r) . (3.3)

Wir betrachten nun die partiellen Ableitungen ∂m

∂xm
i

f(~x) und tun der Einfachheit

halber so, als ob dies die einzige Variable wäre. Für die erste partielle Ableitung

an der Stelle ~xr liegen zwei Definitionen nahe:

∂

∂xi
f(~xr) =

fr − fr−1

∆xi
+ O(∆xi)

=
fr+1 − fr

∆xi
+ O(∆xi) . (3.4)

Durch eine geschickte symmetrische Kombination der beiden Möglichkeiten (3.4)

kann man die Ordnung verbessern:

∂

∂xi
f(~xr) =

fr+1 − fr−1

2 ∆xi
+ O(∆x2

i ) . (3.5)

Analog kann man die zweite partielle Ableitung konstruieren. Eine geschickte

Wahl ist
∂2

∂x2
i

f(~xr) =
fr+1 − 2 fr + fr−1

∆x2
i

+ O(∆x2
i ) . (3.6)

Wir müssen nun noch unsere Randbedingungen unterbringen. Bei Dirichletschen

Randbedingungen (für eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung) ist

die Funktion f auf dem Rand des zu untersuchenden Gebiets bekannt. Dem läßt

sich leicht Rechnung tragen, indem man für die Ableitungen direkt neben dem

Rand in (3.5) oder (3.6) einfach für die entsprechenden fr±1 die vorgegebenen

Werte einsetzt. Bei Neumannschen Randbedingungen ist hingegen die Ableitung

der Funktion f in Normalenrichtung des Randes auf diesem bekannt. Auch dies
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läßt sich unterbringen, z.B. indem man fr−fr−1

∆xi
in (3.6) an den entsprechenden

Randpunkten durch die vorgegebene Funktion ersetzt. Man beachte jedoch, dass

man hierbei nicht die optimale Näherung für die erste Ableitung verwendet (siehe

(3.4)) und somit am Rand Genauigkeit verliert.

Krummlinige Koordinatensysteme lassen sich durch Variablentransformatio-

nen mit der geschilderten Vorgehensweise bearbeiten. So würde man z.B. in Ku-

gelkoordinaten r, θ, ϕ diese Variablen jeweils äquidistant diskretisieren.

3.2 Potentialproblem

Der Spezialfall ρ = 0 der Poisson-Gleichung (3.1) führt auf die Laplace-Gleichung

∆ Φ = 0 . (3.7)

Wie bereits erwähnt, ist Φ in der Elektrodynamik als elektrostatisches Potential

zu interpretieren. Die Laplace-Gleichung tritt jedoch auch in anderen Zusam-

menhängen auf.

In d = 2 besteht z.B. eine Verbindung zwischen der Gleichung (3.7) und Mini-

malflächen auf einem endlichen Gebiet, wobei Φ nun als dritte Koordinate inter-

pretiert werden kann. In diesem Fall korrespondiert ∂2

∂x2
i

Φ zu dem Krümmungs-

radius der Fläche an einem Punkt in Richtung i und die Laplace-Gleichung be-

deutet, dass für eine Minimalfläche die Summe über die Krümmungsradien ver-

schwindet. Wir wollen diesen Zusammenhang kurz etwas präzisieren. Dazu sei

Φ(x, y) die z-Koordinaten der über dem Punkt (x, y) aufgespannten Fläche. Der

infinitesimale Flächeninhalt an diesem Punkt ist

dx dy a

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y

)
mit a

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y

)
=

√√√√
(

1 +

(
∂Φ

∂x

)2
) (

1 +

(
∂Φ

∂y

)2
)

.

(3.8)

Damit ist die Oberfläche einer innerhalb eines vorgegebenen Randes aufgespann-

ten Fläche Φ(x, y) gegeben durch

A[Φ] =

∫
d2x a

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y

)
. (3.9)

Eine Minimalfläche ist definiert als die Fläche mit der minimalen Oberfläche

innerhalb des vorgegebenen Randes. Die Minimalfläche ist ein Extremum des
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Funktionals A[Φ] und erfüllt somit das Variationsprinzip

δA

δΦ
= 0 . (3.10)

Bekanntlich führt die Variationsbedingung auf die Euler-Langrage-Gleichung

∂

∂x

δa

δ ∂Φ
∂x

+
∂

∂y

δa

δ ∂Φ
∂y

− δa

δΦ
= 0 . (3.11)

Setzt man die explizite Form von a aus (3.8) in (3.11) ein, so ist δa
δΦ

= 0 und man

findet

0 =
∂

∂x

1

a

∂Φ

∂x

(
1 +

(
∂Φ

∂y

)2
)

+
∂

∂y

1

a

∂Φ

∂y

(
1 +

(
∂Φ

∂x

)2
)

=
1

a

(
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2

)

+
1

a

(
∂2Φ

∂x2

(
∂Φ

∂y

)2

+
∂2Φ

∂y2

(
∂Φ

∂x

)2
)

+
∂Φ

∂x

∂

∂x

1

a

(
1 +

(
∂Φ

∂y

)2
)

+
∂Φ

∂y

∂

∂y

1

a

(
1 +

(
∂Φ

∂x

)2
)

. (3.12)

Für den Fall dass ∂Φ
∂x

und ∂Φ
∂y

klein sind, kann man die Beiträge auf der zweiten

und dritten Zeile im Ergebnis vernachlässigen; der erste Term führt dann auf die

Laplace-Gleichung (3.7). Tatsächlich kann man für einen gegebenen Punkt (x, y)

immer lokale Koordianten so wählen, dass ∂Φ
∂x

= ∂Φ
∂y

= 0 gilt. Für eine globa-

le Sichtweise sind dann allerdings die Transformationen der Koordinatensysteme

zu berücksichtigen und man erhält einen modifizierten Laplace-Operator. Die-

se Sichtweise führt in Richtung Differentialgeometrie und soll hier nicht weiter

verfolgt werden. Wir halten lediglich fest, dass ein Zusammenhang zwischen der

Laplace-Gleichung (3.7) und Minimalflächen besteht.

Kehren wir nun zur numerischen Behandlung der Laplace-Gleichung zurück.

Die Diskretisierung (3.6) führt auf einem d-dimensionalen hyperkubischen Gitter

mit Gitterabstand ∆xi = ∆x zu folgender Diskretisierung des Laplace-Operators

∆ Φ (~x~r) =
1

∆x2

(
−2d Φ (~x~r) +

d∑

i=1

[Φ (~x~r + ∆x~ei) + Φ (~x~r − ∆x~ei)]

)

+O(∆x2) . (3.13)
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Damit erhält man folgende Gitter-Variante der Laplace-Gleichung (3.7)

Φ (~x~r) =
1

2 d

d∑

i=1

{Φ (~x~r + ∆x~ei) + Φ (~x~r − ∆x~ei)} + O(∆x4) . (3.14)

Dies bedeutet, dass das Potential am Platz ~x~r gleich dem Mittelwert über seine

Werte an den 2 d Nachbarplätzen ist!

Diese Beobachtung legt ein einfaches Lösungsverfahren für die Laplace-Glei-

chung (3.7) nahe, das unter dem Namen Jacobi-Verfahren bekannt ist [10,11,29]:

1. Wähle eine beliebige Start-Potential-Konfiguration Φ (~x~r), die allerdings die

geforderten Randbedingungen erfüllt.

2. Berechne

Φneu (~x~r) =
1

2 d

d∑

i=1

{Φ (~x~r + ∆x~ei) + Φ (~x~r − ∆x~ei)} , (3.15)

bzw. bestimme Φneu (~x~r) für Randplätze ~x~r aus den Randbedingungen.

3. Berechne

δΦ = max
~x~r

|Φneu (~x~r) − Φ (~x~r)| . (3.16)

4. Ersetze Φ (~x~r) durch Φneu (~x~r).

5. Fahre bei 2. fort, wenn δΦ eine vorgegebene Schwelle überschreitet. An-

dernfalls höre auf.

3.3 Lineare Gleichungssysteme

Wir kehren nun zurück zur Poisson-Gleichung (3.1). Mit der Diskretisierung (3.6)

nimmt diese die Form

d∑

i=1

Φ (~x~r + ∆xi ~ei) + Φ (~x~r − ∆xi ~ei) − 2 Φ (~x~r)

∆x2
i

= −4 π ρ (~x~r) (3.17)

an. Bringt man alle bekannte Information in (3.17) auf die rechte Seite und zählt

die Stützstellen ~x~r geeignet durch, so kann dies in die Form einer Gleichung

A ~Φ = ~b (3.18)
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gebracht werden. Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Aussage, dass die Dis-

kretisierung einer linearen partiellen Differentialgleichung auf ein lineares Glei-

chungssystem für die Werte von Φ (~x~r) an den inneren Punkten ~x~r führt.

Zur Verdeutlichung betrachten wir den Fall von d = 2 räumlichen Dimen-

sionen und ein quadratisches N × N Gitter. Die Stützstellen indizieren wir wie

folgt:

~x~r = ~x0 + r1 ∆x1 ~e1 + r2 ∆x2 ~e2 = ~xn mit n = N r2 + r1 (3.19)

für 0 ≤ ri < N . Der Einfachheit halber beschränken wir uns ferner auf Null-

Randbedingungen (Φ = 0 auf dem Rand). Die Vektoren in (3.18) nehmen dann

folgende Form an:

~Φ =




Φ(~x0)
Φ(~x1)

...
Φ(~xN2−1)


 , ~b = −4 π




ρ(~x0)
ρ(~x1)

...
ρ(~xN2−1)


 . (3.20)

Für allgemeine Randbedinungen würden die auf dem Rand vorgebenen Werte

ebenfalls zu ~b beitragen.

Schließlich lesen wir die Matrix A aus (3.17) ab. Im Fall ∆xi = ∆x erhalten

wir folgende N2 × N2 Matrix:

A =
1

∆x2




−4 1 1

1
. . .

. . . 0
. . .

. . .
. . . 1

...
. . .

. . .

1 −4 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 −4 1

. . .
... 1

. . .
. . .

. . .
. . . 0

. . .
. . . 1

1 1 −4
. . .

. . .




. (3.21)

Die meisten hier nicht explizit angegebenen Einträge der Matrix A sind 0. Prak-

tisch empfiehlt es sich, die Matrix A nicht explizit zu programmieren, sondern das

Gitter geeignet so zu durchlaufen, dass die Nachbarplätze zu einem gegebenen

Punkt leicht bestimmt werden können, und dann anhand einer Zuordnung vom

Typ (3.19) zu identifizieren, an welcher Stelle nicht-verschwindende Matrixele-

mente einzutragen sind.
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Wir haben somit die Lösung einer diskretisierten linearen partiellen Diffe-

rentialgleichung auf die Lösung eines linearen Gleichungssystems (3.18) zurück-

gespielt. Zur Lösung linearer Gleichungen existieren verschiedene Verfahren. So

wurde z.B. in der Einführung in die Rechnerbedienung bereits das Gauß-Verfahren

erwähnt [15] (Vorlesung vom 08.03.2007 und Aufgabe 2 von Übungsblatt 4 –

siehe z.B. auch Kapitel 2.1 von [24] oder Kapitel 5 von [29]). Bei der Gauß-

Elimination sind drei geschachtelte Schleifen zu durchlaufen, so dass man O(dim3)

Operationen benötigt, wenn dim die Dimension des Vektorraums ist. Ferner muß

bei diesem Verfahren die komplette Matrix A gespeichert werden, was zu einem

Speicherbedarf ∝ dim2 führt. Konkret betrachten wir wieder das Beispiel d = 2

und eine Genauigkeit, d.h. eine moderate Anzahl von Stützstellen N = 100. In

diesem Beispiel ist dim = N2 = 104. Man benötigt somit O(1012) Operationen

und fast 800MByte Speicher um die Matrixelemente als double-Zahlen (zu 8

Byte) zu speichern. Dies mag zwar auf einem modernen PC noch durchführbar

sein; N = 200 sprengt allerdings definitiv die Möglichkeiten eines PCs. Hinzu

kommt, dass direkte Lösungsverfahren wie das Gauß-Verfahren Rundungsfehler

akkumulieren, so dass eine hinreichende Genauigkeit der Lösung insbesondere in

den genannten hohen Dimensionen nicht sichergestellt ist.

Die genannten Probleme treten bereits bei der Diskretisierung der Laplace-

Gleichung (3.7) auf, und zwar auch für Fälle, die sich mit dem Jacobi-Verfahren

aus Kapitel 3.2 durchaus lösen lassen. Das einfache Jacobi-Verfahren ist in diesem

Fall also deutlich effizienter als die Gauß-Elimination! Die Problematik ergibt

sich daraus, dass wir spezielle Eigenschaften der Diskretisierung A von −∆ nicht

nuten, wenn wir das Gleichungssystem mit dem Gauß-Verfahren lösen.

Tatsächlich hat A in (3.18) für viele partielle Differentialgleichungen zusätz-

liche nützliche Eigenschaften, insbesondere

1. Für viele Differentialgleichungen ist A symmetrisch (bzw. hermitesch)

A = A† . (3.22)

2. A ist dünn besetzt, d.h. die meisten Matrixelemente ars von A verschwinden.

Im Fall von (3.17) gilt in jeder Zeile r, dass ars 6= 0 nur für höchstens 2 d+1

Werte von s, und zwar unabhängig von der Größe des gewählten Gitters.

3. A ist positiv definit, d.h.

~x · A~x > 0 für ~x 6= ~0 . (3.23)
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Diese Eigenschaft geht für die Diskretisierung A von −∆ darauf zurück,

dass dieser Differentialoperator positiv definit ist (man sieht schnell, dass

−
∫

ddx f(~x)⋆ ∆ f(~x) =
∫

ddx
∣∣∣~∇ f(~x)

∣∣∣
2

> 0 für geeignete Funktionen f(~x),

wenn man Randterme ignoriert).

3.3.1 Conjugate Gradient Verfahren

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Näherungslösung des linearen Gleichungssystems

A~x = ~b (3.24)

mit einer gewünschten Genauigkeit zu erhalten, unter der Voraussetzung, dass

A die soeben genannten Eigenschaften 1-3 besitzt. Dieses Ziel wird mit einem

iterativen Verfahren errreicht, das 1952 von Hestenes und Stiefel vorgeschlagen

wurde [14] und unter dem Namen Conjugate Gradient Verfahren (Konjugierte

Gradienten-Verfahren) bekannt ist (siehe z.B. Kapitel 2.7 von [24], Kapitel 11.9

von [16] oder Kapitel 10.2 von [8]).

Das Conjugate Gradient Verfahren basiert auf der Idee, die Funktion

f(~x) =
1

2
~x · A~x −~b · ~x (3.25)

zu minimieren. In einem Extremal- oder Sattelpunkt gilt für symmetrische Ma-

trizen A

~0 = ~∇ f(~x) = A~x −~b , (3.26)

d.h. ein Extremal- oder Sattelpunkt ~x der Funktion (3.25) ist automatisch eine

Lösung des linearen Gleichungssystems (3.24).

Beim Conjugate Gradient Verfahren nimmt man nun an, dass die Matrix A

symmetrisch und positiv definit ist (beides gilt für Diskretisierungen des Opera-

tors −∆). Sei ~x0 die Lösung von (3.26), d.h. A~x0 −~b = ~0. Dann kann man unter

Ausnutzung der Symmetrie von A zeigen, dass

f(~x0 + ~x′) =
1

2
~x′ · A~x′ + c (3.27)

mit

c =
1

2
~x0 · A~x0 −~b · ~x0 . (3.28)

Da A positiv definit ist, gilt ~x′ · A~x′ > 0 für ~x′ 6= ~0. Folglich ist ~x′ = ~0 das

eindeutige Minimum der Funktion (3.27).
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Abbildung 3.1: Illustration des steilsten Abstiegs.

Wir haben somit gezeigt, dass für symmetrische positiv definite Matrizen

A die Lösung des Gleichungssystems (3.24) äquivalent ist zur Bestimmung des

Minimums der Funktion (3.25).

Dieses Minimum kann nun iterativ bestimmt werden. Dies soll zuerst mit

einem sehr einfachen Verfahren illustriert werden, der sogenannten Methode des

steilsten Abstiegs. Hier läuft man jeweils die Funktion f entlang ihrer maximalen

Steigung nach unten. Die Richtung der maximalen Steigung an einem Punkt ~xk

ist durch den Gradienten

~∇ f(~xk) = A~xk −~b =: −~rk (3.29)

gegeben. Man bestimmt nun einen neuen Punkt

~xk+1 = ~xk + αk ~rk (3.30)

so, dass f(~xk+1) bzgl. αk minimal ist. Aus der Bedingung ∂f/∂αk = 0 leitet man

leicht her, dass

αk =
~rk · ~rk

~rk · A~rk
(3.31)

zu wählen ist. Man beachte, dass aufeinanderfolgende Schritte voneinander un-

abhängig sind. Rundungsfehler, die unweigerlich immer auftreten, sammeln sich

also nicht an, sondern werden in nachfolgenden Schritten wieder eliminiert.

Man beachte ferner, dass die Matrix A nur in (3.29) auftritt, und zwar als

Matrix-Vektor-Multiplikation A~xk. An dieser Stelle kann man berücksichtigen,
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dass A dünn besetzt ist. Erstens kann man z.B. die Matrix-Vektor-Multiplikation

direkt programmieren und damit darauf verzichten, die Matrix A zu speichern.

Zweitens kann das Matrix-Vektor-Produkt in deutlich weniger als O(dim2) Ope-

rationen ausgeführt werden, wenn man verschwindende Einträge ars = 0 gar nicht

erst betrachtet. Im Fall von (3.17) läßt sich der Rechenaufwand so auf O(dim)

Operationen reduzieren.

Abb. 3.1 illustriert das Verfahren des steilsten Abstiegs für ein zweidimensio-

nales Beispiel. Man sieht, dass sich die Vektoren ~xk allmählich dem Minimum

entlang einer Zick-Zack-Bahn annähren, wobei auch bereits in Richtung des Mi-

nimums gelaufene Schritte teilweise wieder rückwärts gelaufen werden.

Eine bessere Wahl ist, wenn man nicht einfach immer in Richtung des Gra-

dienten läuft, sondern eine Folge von Vektoren ~pk wählt, die diese steilste Ab-

stiegsrichtung möglichst gut unter der Nebenbedingung approximieren, dass die

Vektoren ~pk paarweise konjugiert sind. Hierbei bedeutet ‘konjugiert’, dass die

Vektoren bzgl. A paarweise orthogonal sind:

~pi · A ~pj = 0 (3.32)

für i 6= j.

Man kann zeigen [8,14], dass die folgende Iterationsvorschrift des Conjugate

Gradient (CG) Verfahrens [16] die gewünschten Eigenschaften hat:

~uk = A ~pk ,

αk =
~rk · ~rk

~pk · ~uk
,

~xk+1 = ~xk + αk ~pk ,

~rk+1 = ~rk − αk ~uk , (3.33)

βk =
~rk+1 · ~rk+1

~rk · ~rk
,

~pk+1 = ~rk+1 + βk ~pk .

Für einen gegebenen Startvektor ~x0 sind dabei die folgenden Anfangswerte zu

wählen:

~p0 = ~r0 = ~b − A~x0 . (3.34)

Beim CG Verfahren gilt außer (3.32) auch, dass die ~rk paarweise orthogonal sind,

d.h. ~ri · ~rj = 0 für i 6= j [8,14,16].
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Abbildung 3.2: Illustration des Conjugate-Gradient Verfahrens.

Aufgrund der Orthogonalitätsrelation (3.32) der ~pk ist bei exakter Arithmetik

~pdim = ~0, d.h. das CG Verfahren findet theoretisch die exakte Lösung in dim

Schritten. Zur Veranschaulichung illustriert Abb. 3.2 das Verfahren an dem obigen

zweidimensionalen Beispiel (dim = 2) mit demselben ~x0. In diesem Fall haben

wir die richtige Lösung bereits nach dem 2. Schritt!

Für große Matrizen kommt man sogar meistens mit deutlich weniger als dim

Schritten aus, um die Lösung mit einer gewünschten Genauigkeit zu approximie-

ren. Man kann zeigen (vgl. Kapitel 11.10 von [16]), dass sich sowohl beim steilsten

Abstieg als auch beim CG Verfahren das Fehlerquadrat im Schritt k + 1 um den

folgenden Betrag reduziert:

f(~xk) − f(~xk+1) = αk ~rk · ~rk . (3.35)

Die Iteration kann somit abgebrochen werden, wenn die rechte Seite von (3.35)

eine vorgegebene Fehlerschwelle unterschreitet. Beim steilsten Abstieg verifiziert

man (3.35) leicht, indem man die Definitionen (3.30) und (3.29) einsetzt. Beim

CG Verfahren ist (3.35) eine Konsequenz der Tatsache, dass die Wahl von αk in

(3.33) für die gegebene Abstiegsrichtung ~pk tatsächlich optimal ist [14].

Schließlich ist zu erwähnen, dass die Konvergenz des CG Verfahrens durch die

‘Konditionszahl’ von A

κA =
λmax

λmin

(3.36)

bestimmt wird (vgl. Kapitel 5.3.6 von [6] und Theorem 10.2.6 von [8]), wobei

λmax und λmin der größte bzw. kleinste Eigenwert von A sind. Dies kann man
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sich dadurch plausibel machen, dass für κA = 1 alle Eigenwerte von A gleich

sind. Dann muß A = λ 1 sein; der erste Abstiegsvektor ~p0 in (3.34) zeigt direkt

auf das Minimum und das CG Verfahren liefert die gesuchte Lösung mit nur

einem Schritt. Je größer die Konditionszahl κA ist (d.h. umso mehr sie von eins

abweicht), desto mehr weichen die Abstiegsrichtungen ~pk vom Minimum ab und

umso mehr Iterationen sind erforderlich.

Auch beim CG Verfahren summieren sich die Rundungsfehler im Verlauf

der Iteration. Dies hat zur Folge, dass die Orthogonalitätsrelation (3.32) umso

schlechter erfüllt ist, je größer |i − j| ist. Damit es diese Rundungsfehler vergißt,

sollte man das CG Verfahren nach einigen Iterationen j ‘neu starten’, d.h. ~xj als

Startvektor betrachten und mit diesem neue Anfangsbedingungen nach (3.34)

berechnen.

Das CG Verfahren kann im Vergleich zur hier vorgestellten Variante durchaus

noch verbessert werden, z.B. durch den Einsatz eines Vorkonditionierers. Ein gut

implementiertes CG Verfahren ist für die Lösung der Diskretisierung einer parti-

ellen Differentialgleichung bei fester Genauigkeit normalerweise deutlich schneller

als das Jacobi-Verfahren aus Kapitel 3.2. Das CG Verfahren und seine Verallge-

meinerungen können darüber hinaus immer dann eingesetzt werden, wenn lineare

Gleichungssysteme mit dünn besetzten Matrizen A auftreten.

Am Ende dieses Kapitels sei nur kurz erwähnt, dass beachtliche Leistungsstei-

gerungen für die diskutierten Randwertprobleme durch den Einsatz sogenannter

Mehrgitter-Verfahren erzielt werden können (siehe z.B. Kapitel 19.6 von [24], Ka-

pitel 5.6 von [12], sowie [3]). Der Grundgedanke dieser Verfahren ist, schnellere

Konvergenz durch die Kombination von Gittern mit unterschiedlicher Auflösung

zu erzielen. Das Jacobi-Verfahren benötigt z.B. viele Iterationen, bis durch wie-

derholte Mittelung die Randbedingungen in das Innere des Gebiets propagiert

werden. Es liegt somit nahe, dass man deutlich schneller zum Ziel gelangt, wenn

man zuerst auf einem groben Gitter eine genäherte Lösung für das Gesamtsystem

bestimmt, diese dann auf ein feineres Gitter überträgt, wo dann nur noch lokale

Feinkorrekturen durchzuführen sind. Ähnliches gilt auch für das CG Verfahren:

Lösungen auf einem Gitter anderer Auflösung können als Startvektoren ~x0 ver-

wendet werden. Da diese bereits eine gute Näherung dastellen, konvergiert das CG

Verfahren nun mit wenigen Iterationen gegen die gesuchte Lösung. Tatsächlich ist

die Kombination von Mehrgitter- und CG Verfahren besonders leistungsfähig [3].
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Wir wollen uns nun der Zeitentwicklung von partiellen Differentialgleichungen zu-

wenden, d.h. wir nehmen an, dass eine ausgezeichnete Variable t existiert, die wir

”
Zeit“ nennen. Die Aufgabenstellung besteht nun darin, zu gegebenen Anfangsda-

ten für eine Zeit t0 die Entwicklung des Systems für spätere Zeiten zu bestimmen.

In der Physik tritt diese Aufgabe bei vielen zeitabhängigen Problemen z.B. in der

Quantenmechanik oder der Elektrodynamik auf; in der Mathematik wird diese

Fragestellung als Anfangswertproblem bezeichnet.

Das diskretisierte Anfangswertproblem wird in Abb. 4.1 veranschaulicht. Nun

sind Anfangswerte für eine Vektor-wertige Funktion ~u gegeben und die Diskreti-

sierung der partiellen Differentialgleichungen diktiert die Entwicklung der Funk-

tion zu späteren Zeiten t. Auch hier benötigt man Randbedingungen, allerdings

nur beim jeweils nächsten Zeitpunkt, um dort das Verhalten der Funktion festzu-

legen. Das Anfangswertproblem kann nacheinander für diskrete Zeitschritte gelöst

werden, so dass andere Algorithmen als z.B. die in Kapitel 3 vorgestellten Ver-

fahren für Randwertprobleme zum Einsatz kommen. Auch zu diesem Thema gibt

es umfangreiche Literatur, insbesondere sei wieder auf Kapitel 19 von [24], sowie

[12,25] und Kapitel 6 von [6] verwiesen; einige nützliche Bemerkungen findet man

auch in Kapitel 10 von [29].

Wir setzen eine lineare Zeitabhängigkeit voraus und schreiben allgemein

∂~u

∂t
= L (~u(~x, t), ~x, t) . (4.1)

Hierbei ist L ein (möglicherweise nicht-linearer) partieller Differentialoperator

Randbedingungen

t

x

Anfangswerte

gesucht

}

Abbildung 4.1: Das diskretisierte Anfangswertproblem.
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bzgl. der räumlichen Komponenten ~x.

Die Annahme einer ersten Zeitableitung in (4.1) ist tatsächlich keine Ein-

schränkung. Ähnlich wie bei gewöhnlichen Differentialgleichungen (siehe Kapitel

1.3.1) können nämlich allgemeine Probleme höherer Ordnung in der Zeit t auf

die Form (4.1) gebracht werden, sofern sie linear in der Zeit sind. Dies wollen wir

an der Wellengleichung
∂2Ψ(~x, t)

∂t2
= c2 ∆Ψ(~x, t) (4.2)

illustrieren. Nebenbei sei angemerkt, dass c für die Ausbreitungsgeschwindigkeit

steht, insbesondere ist c in der Elektrodynamik die Lichtgeschwindigkeit.

Wir schreiben

~u =

(
Ψ

∂
∂t

Ψ

)

und können (4.2) dann tatsächlich in die Form

∂

∂t
~u =

(
0 1

c2 ∆ 0

)
~u = L(~u) (4.3)

bringen. Man beachte, dass aufgrund der zweiten Ableitung in (4.2) Anfangsbe-

dingungen sowohl für die Funktion Ψ als auch für ihre Ableitung ∂
∂t

Ψ vorgegeben

werden müssen. Alternativ kann man bei der Wellengleichung (4.2) die Werte von

Ψ zu einem Anfangszeitpunkt ta und einem Endzeitpunkt te vorgeben. Man ge-

langt dann zurück zu einem Randwertproblem für ta ≤ t ≤ te. Im folgenden

wollen wir uns jedoch mit dem Anfangswertproblem beschäftigen.

Neben der räumlichen Diskretisierung (3.2) verwenden wir nun auch die dis-

kreten Zeiten tn, die bereits in (1.5) eingeführt wurden. Ferner führen wir die

Notation

~u
(n)
~r = ~u(~x~r, tn) (4.4)

ein.

Das Ziel ist nun die Berechnung von ~u
(n+1)
~r aus bekannten ~u

(n)
~r (sowie ggfs.

~u
(n−1)
~r , ~u

(n−2)
~r , . . .). Formal wird das Problem durch Integration von (4.1) gelöst:

~u
(n+1)
~r = ~u

(n)
~r +

tn+1∫

tn

dtL(~u) (4.5)

Diese Integration ist in Abb. 4.2 veranschaulicht.

Praktisch muß das Integral in (4.5) näherungsweise ausgewertet werden. Ei-

nige einfache Möglichkeiten sind:
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Abbildung 4.2: Die in der diskreten Zeitentwicklung (4.5) auftretende
Integration.

i. Man nähert das Integral durch ein Rechteck mit der Höhe des linken Rand-

punkts:
tn+1∫

tn

dtL(~u) ≈ ∆tL(~u(n)) .

Dies führt auf das explizite Euler-Verfahren. Nach (4.5) ist ~u(n+1) mit dieser

Näherung direkt (
”
explizit“) für gegebenes ~u(n) berechenbar

~u(n+1) = ~u(n) + ∆tL(~u(n)) . (4.6)

Diese Vorschrift zur Berechnung der Zeitentwicklung ähnelt stark dem Euler-

Verfahren (1.20) zur Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen.

Das explizite Euler-Verfahren (4.6) ist erster Ordnung in der Zeit, wie man

leicht einsieht, wenn man ~u um tn Taylor-entwickelt:

∂~u

∂t

∣∣∣∣
tn

=
~u(n+1) − ~u(n)

∆t
− 1

2
∆t

∂2~u

∂t2

∣∣∣∣
tn

+ O(∆t2) . (4.7)

ii. Man kann auch den rechten Randpunkt verwenden, bzw. ~u um tn+1 Taylor-

entwickeln:

∂~u

∂t

∣∣∣∣
tn+1

=
~u(n+1) − ~u(n)

∆t
+

1

2
∆t

∂2~u

∂t2

∣∣∣∣
tn+1

+ O(∆t2) . (4.8)

Dies führt nun auf das implizite Euler-Verfahren

~u(n+1) = ~u(n) + ∆tL(~u(n+1)) . (4.9)
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Das unbekannte ~u(n+1) taucht nun auf beiden Seiten der Gleichung auf, es

handelt sich also um eine implizite Gleichung für ~u(n+1), d.h. ein (nicht-

)lineares Gleichungssystem für die unbekannten ~u
(n+1)
~r . Auch dieses Verfah-

ren ist erster Ordnung in ∆t.

iii. Schließlich kann man durch Kombination von (4.7) und (4.8) in bekannter

Weise die Ordnung verbessern. Unter Berücksichtigung von

∂2~u

∂t2

∣∣∣∣
tn+1

=
∂2~u

∂t2

∣∣∣∣
tn

+ O(∆t)

ist nämlich

1

2

(
∂~u

∂t

∣∣∣∣
tn+1

+
∂~u

∂t

∣∣∣∣
tn

)
=

~u(n+1) − ~u(n)

∆t
+ O(∆t2) . (4.10)

Man erhält damit das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung

~u(n+1) = ~u(n) +
∆t

2

(
L(~u(n)) + L(~u(n+1))

)
. (4.11)

4.1 Explizite Lösungsverfahren

In diesem Unterkapitel werden wir zuerst das explizite Euler-Verfahren genauer

untersuchen und ein weiteres explizite Lösungsverfahren vorstellen, das Nachteile

des Euler-Verfahrens behebt.

4.1.1 Explizites Euler-Verfahren

Das explizite Euler-Verfahren (4.6) ist leicht zu implementieren und sehr schnell.

Es hat aber leider einen großen Nachteil: Es ist unbrauchbar.

Die Probleme des Euler-Verfahrens werden durch eine Stabilitätsanalyse of-

fengelegt. Als Beispiel verwenden wir die partielle Differentialgleichung

∂u

∂t
= −v

∂u

∂x
(4.12)

Die Lösung dieser Differentialgleichung zu gegebenen Anfangsbedingungen u(x, t0) =

u0(x) kann sofort angegeben werden:

u(x, t) = u0 (x − v (t − t0)) . (4.13)

Dies bedeutet, dass sich ein vorgegebenes Profil der Funktion u mit konstanter

Geschwindigkeit v unter Beibehaltung seiner Form nach rechts bewegt.
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Die partielle Ableitung nach x in (4.12) diskretisieren wir gemäß (3.5) und

erhalten für diesen Fall des expliziten Euler-Verfahrens

u(n+1)
r = u(n)

r − v ∆t

2 ∆x

(
u

(n)
r+1 − u

(n)
r−1

)
. (4.14)

Man betrachtet nun Eigenmoden des Differenzenoperators mit festem k

u(n)
r = g(n, k) ei k r ∆x . (4.15)

Durch Einsetzen in (4.14) überzeugt man sich, dass (4.15) tatsächlich auf ei-

ne Lösung führt, sofern die Koeffizienten g(n, k) die folgende Rekursionsrelation

erfüllen:

g(n + 1, k) = g(n, k)

(
1 − i

v ∆t

∆x
sin(k ∆x)

)
. (4.16)

Diese Rekursionsrelation wird gelöst durch

g(n, k) = g(k)n g(0, k) mit g(k) = 1 − i
v ∆t

∆x
sin(k ∆x) . (4.17)

Offensichtlich ist für k 6= 0

|g(k)|2 = 1 +

(
v ∆t

∆x
sin(k ∆x)

)2

> 1 . (4.18)

Die Amplitude g(n, k) wächst also für alle k 6= 0. Dies ist in krassem Gegensatz

zur bekannten Lösung (4.13) und bedeutet, dass das Verfahren immer instabil

ist! Natürlich liefert (4.14) für kurze Zeiten trotzdem vernünftige Lösungen. Die

genaue Zeitspanne hängt davon ab, wie groß der zweite Term in (4.18) ist, d.h.

insbesondere wie groß k bzw. wie glatt die Funktion u0(x) ist. Früher oder später

wird man aber immer eine nicht mehr sinnvolle Näherung erhalten.

Im allgemeinen kann man eine
”
von Neumann-Stabilitätsanalyse“ durchführen.

Für eine gegebene nicht-lineare Differentialgleichung in ~u schreibt man ~u = ~u0+δ~u

und linearisiert durch Entwicklung bis zur ersten Ordnung in δ~u, wobei man an-

nimmt, dass ~u0 bereits eine exakte Lösung der Differenzengleichung ist. Die li-

nearisierte Gleichung für δ~u ist vom Typ (4.12), wobei der Koeffizient v natürlich

vom Entwicklungspunkt ~u0 abhängt. Zu beantworten ist dann die Frage, ob eine

instabile Eigenmode δ~u existiert. Die Existenz einer Instabilität bedeutet z.B.,

dass sich Rundungsfehler aufschaukeln werden und ist somit unerwünscht. Das

oben vorgeführte Argument zeigt demnach, dass das explizite Euler-Verfahren

immer (d.h. für allgemeine Differentialoperatoren L und allgemeine Anfangsbe-

dingungen) instabil ist.
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4.1.2 Lax-Verfahren

Die Instabilität des expliziten Euler-Verfahrens kann darauf zurückgeführt wer-

den, dass sich insbesondere Schwankungen mit großen k schnell aufschaukeln.

Dies legt eine Regularisierung des Verfahrens durch Glättung nahe. Man ersetzt

in der Entwicklungsvorschrift (4.6) den Wert ~u
(n)
~r durch den Mittelwert seiner

Nachbarpunkte. In einer räumlichen Dimension ersetzt man also ~u
(n)
r in (4.6)

durch 1
2

(
~u

(n)
r+1 + ~u

(n)
r−1

)
und erhält so das explizite Lax-Verfahren

~u(n+1)
r =

1

2

(
~u

(n)
r+1 + ~u

(n)
r−1

)
+ ∆tL(~u(n))r . (4.19)

Die Stabilitätsanalyse führen wir wieder repräsentativ für die einfache Differen-

tialgleichung (4.12) durch. Das Lax-Verfahren führt nun auf

u(n+1)
r =

1

2

(
u

(n)
r+1 + u

(n)
r−1

)
− v ∆t

2 ∆x

(
u

(n)
r+1 − u

(n)
r−1

)
. (4.20)

Wir betrachten wieder die Eigenmoden (4.15), setzen diese in (4.20) ein und

erhalten mit g(n, k) = g(k)n g(0, k) folgende Lösung

g(k) = cos(k ∆x) − i
v ∆t

∆x
sin(k ∆x) . (4.21)

Man beachte, dass der erste Summand im Gegensatz zu (4.17) nun kleiner als

eins ist. Für den Betrag gilt nun

|g(k)|2 = 1 −
(

1 −
(

v ∆t

∆x

)2
)

sin2(k ∆x) . (4.22)

Damit die Lösung nicht anwächst, sollte |g(k)| ≤ 1 für alle k sichergestellt sein.

Aus (4.22) liest man ab, dass in der Tat |g(k)| ≤ 1 gilt, wenn die Courant-

Friedrichs-Lewy Stabilitätsbedingung

|v| ∆t

∆x
≤ 1 (4.23)

erfüllt ist.

Das Lax-Verfahren und insbesondere die Stabilitätsbedingung (4.23) ist in

Abb. 4.3 veranschaulicht. Die Bedingung (4.23) bedeutet nun, dass der durch

die Pfeile definierte Kegel den grau schaffierten physikalischen Ausbreitungskegel

enthält, d.h. dass die numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit ∆x
∆t

größer ist als

der Betrag der physikalischen Geschwindigkeit v: ∆x
∆t

≥ |v|.
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Abbildung 4.3: Das Lax-Verfahren (4.19). Der Informationsfluß ist
durch Pfeile angedeutet; der graue Bereich zeigt den physikalischen Aus-
breitungskegel.

Es ist ferner instruktiv, (4.19) in die Form des expliziten Euler-Verfahrens

(4.6) umzuschreiben:

~u(n+1)
r = ~u(n)

r +
1

2

(
~u

(n)
r+1 − 2~u(n)

r + ~u
(n)
r−1

)
+ ∆tL(~u(n))r

=: ~u(n)
r + ∆t L̃(~u(n))r . (4.24)

Den Übergang von (4.6) zu (4.19) kann man folglich durch Addition eines Terms

zu dem partiellen Differentialoperator L(~u) interpretieren, dessen Kontinuums-

form

L̃(~u) = L(~u) +
1

2

(∆x)2

∆t
∆~u (4.25)

lautet. Dieser Zusatzterm hat die Form eines Diffusionsterms! Beim Übergang

vom expliziten Euler- zum Lax-Verfahren wurde also eine numerische Dämpfung

eingeführt (natürlich mit einem in Abhängigkeit von der Diskretisierung geeignet

gewählten Koeffizienten). Dieser Zusatzterm dämpft insbesondere hohe k-Moden

und verhindert auf diese Weise deren Anwachsen. Zwar werden auch die kleinen

k-Moden gedämpft, so dass auch hier bei langen Zeiten Artefakte auftreten. Die

Dämpfung ist bei kleinen k jedoch weniger stark. Mit dem Lax-Verfahren kann

man somit langwellige Eigenschaften (kleine k) über Zeiträume verfolgen, bei

denen im expliziten Euler-Verfahren die hohen k-Moden, die sowieso im Bereich

von Diskretisierungs-Artefakten liegen, bereits stark angewachsen wären und die

Lösung unbrauchbar gemacht hätten.



44 4 Partielle Differentialgleichungen: Dynamik

Tatsächlich handelt es sich um eine Standard-Vorgehensweise, numerische

Verfahren durch Addition geeignet gewählter Dämpfungsterme zu stabilisieren

(siehe z.B. [25]). Solche numerischen Verfahren können durchaus Lösungen lie-

fern, die von einer mathematisch exakten Lösung der ursprünglichen partiellen

Differentialgleichung abweichen. Derartige Abweichungen mögen jedoch vertret-

bar sein, denn die Natur regularisiert Singularitäten ebenfalls durch Einführung

von Dissipation. Aus diesem Grund kann man sich vorstellen, dass ein regulari-

siertes numerisches Verfahren ein gegebenes physikalisches Problem sogar genau-

er beschreibt als die ursprüngliche idealisierte Beschreibung mit einer partiellen

Differentialgleichung.

Das Lax-Verfahren (4.19) ist ein erstes Verfahren, das stabil und somit brauch-

bar ist. Leider ist es nur von erster Ordnung in ∆t. Arbeitet man mit zweiter

Ordnung Genauigkeit in ∆x muß man also ∆t entsprechend klein wählen, d.h.

sehr viele Zeitschritte ausführen um die Entwicklung über einen Zeitraum zu be-

rechnen, der einem räumlichen Gitterabstand entspricht. Nimmt man z.B. ~u(n−1)

zur Hilfe, so kann man explizite Verfahren konstruieren, die sowohl höherer Ord-

nung in ∆t, stabil sowie ggfs. frei von Dämpfung sind. Ein verbreitetes Verfahren

ist das
”
Leapfrog“- (Bocksprung)-Verfahren; es wird z.B. bei der Simulation von

Tsunamis eingesetzt [9]. Wir wollen auf solche Verfahren hier jedoch nicht weiter

eingehen, sondern verweisen auf die Literatur [12,24,25].

4.1.3 Diffusionsgleichung

Wir machen nun einen Einschub zu der bereits erwähnten Diffusionsgleichung.

Die Diffusion beschreibt z.B. das Verhalten vieler Brownscher Teilchen. Dies kann

man benutzen, um die Diffusionsgleichung aus der Brownschen Bewegung ab-

zuleiten. Wie wir sehen werden, führt dies auf ein einfaches Beispiel für eine

Zeitentwicklungs-Gleichung vom Typ (4.1).

Konkret betrachten wir die Bewegung eines Teilchens auf einem hyperkubi-

schen Gitter in d Dimensionen mit Gitterabstand ∆x. Diese sei dadurch cha-

rakterisisert, dass das Teilchen in jedem Zeitschritt zufällig auf einen seiner 2d

Nachbarplätze gehe. Die Wahrhscheinlichkeit, dass das Teilchen auf einen gege-

benen Nachbarplatz geht, ist demnach in jedem Zeitschritt 1/2d. Nun kann man

eine Funktion n(~x, t) einführen, die die Wahrscheinlichkeit beschreibt, das Teil-

chen zur Zeit t auf einem Platz ~x zu finden. Für diese Wahrscheinlichkeitsdichte
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gilt folgende Bilanzgleichung:

n(~x, t + ∆t) = n(~x, t) (4.26)

+
1

2d

(
−2d n(~x, t) +

d∑

i=1

{n(~x + ∆x~ei, t) + n(~x − ∆x~ei, t)}
)

.

Die zunächst etwas künstlich wirkende Darstellung der Null durch die ersten bei-

den Terme auf der rechten Seite macht deutlich, dass ein am Platz ~x sitzendes

Teilchen diesen in jedem Fall verlassen muß. Die letzten beiden Summanden be-

schreiben Prozesse, in denen ein Teilchen von einem der 2d Nachbarplätze kommt.

Andererseits erkennen wir in den runden Klammern die diskretisierte Form des

Laplace-Operators (3.13) wieder. Wir können (4.26) somit als Euler-diskretisierte

Form der Diffusionsgleichung interpretieren:

∂

∂t
n(~x, t) = D ∆n(~x, t) (4.27)

mit der Diffusionskonstanten D = (∆x)2

2d ∆t
. Andererseits werden Diskretisierungs-

Details im Kontinuums-Grenzfall ∆x → 0, ∆t → 0 irrelevant. Somit liefert (4.27)

generell die makroskopische Sichtweise für einen mikroskopischen Brownschen

Prozess.

Es ist nun nicht besonders schwer, Lösungen der Diffusionsgleichung (4.27) zu

untersuchen. Wir wollen dies kurz im Fall einer Dimension illustrieren. Zunächst

betrachten wir das Integral

I(t) =

x1∫

x0

dxn(x, t) , (4.28)

wobei die untere Grenze x0 sowie die obere Grenze x1 des Intervalls durchaus

auch ±∞ sein können. Aufgrund (4.27) gilt

∂

∂t
I(t) =

x1∫

x0

dx
∂

∂t
n(x, t)

(4.27)
= D

x1∫

x0

dx
∂2

∂x2
n(x, t) = D

∂

∂x
n(x, t)

∣∣∣∣
x1

x0

= 0 , (4.29)

vorausgesetzt, ∂
∂x

n(x, t) verschwindet am Rand. Dies ist z.B. der Fall, wenn man

Neumannsche Randbedingungen auf einem endlichen Intervall betrachtet, oder

aber auch für x0 = −∞ und x1 = +∞, da hier sowohl die Funktion n(x, t) als auch

deren räumlichen Ableitungen hinreichend schnell abfallen sollten. Physikalisch
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bedeutet dies, dass Teilchen nicht über den Rand in das System hineinkommen

oder es verlassen und somit die Teilchenzahl erhalten ist. Somit ist I(t) konstant

wie durch (4.29) ausgedrückt wird.

Analog kann man das erste Moment von x betrachten:

∂

∂t

x1∫

x0

dxxn(x, t)
(4.27)
= D

x1∫

x0

dxx
∂2

∂x2
n(x, t)

partiell
= D x

∂

∂x
n(x, t)

∣∣∣∣
x1

x0

− D

x1∫

x0

dx
∂

∂x
n(x, t)

= D x
∂

∂x
n(x, t)

∣∣∣∣
x1

x0

− D n(x, t)|x1

x0
= 0 , (4.30)

wiederum unter der Voraussetzung, dass die Randterme verschwinden.

Schließlich gilt für das zweite Moment von x (wir gehen wieder wie oben von

verschwindenden Randtermen aus)

∂

∂t

x1∫

x0

dxx2 n(x, t)
(4.27)
= D

x1∫

x0

dxx2 ∂2

∂x2
n(x, t)

partiell
= D x2 ∂

∂x
n(x, t)

∣∣∣∣
x1

x0

− 2 D

x1∫

x0

dxx
∂

∂x
n(x, t)

partiell
= D x2 ∂

∂x
n(x, t)

∣∣∣∣
x1

x0

− 2 D xn(x, t)|x1

x0
+ 2 D

x1∫

x0

dxn(x, t)

(4.28)
= 2 D I(t) . (4.31)

Als Konsequenz von (4.29), (4.30) und (4.31) folgt für die normierten Erwar-

tungswerte

〈x〉(t) =
1

I(t)

x1∫

x0

dxxn(x, t) = 〈x〉(0) ,

〈x2〉(t) =
1

I(t)

x1∫

x0

dxx2 n(x, t) = 2 D t + 〈x2〉(0) . (4.32)

Man erkennt das für Diffusion charakteristische Verhalten: ein Teilchen legt über

den Zeitraum eine Strecke zurück, die mit
√

t wächst; da der Weg jedoch in jede
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beliebige Richtung gehen kann, gibt es im Mittel über alle Wege keine Fortbewe-

gung (〈x〉(t) ist konstant).

Auch explizite Lösungen der Diffusionsgleichung (4.27) können beim Fehlen

von Randtermen relativ leicht angegeben werden. Für den Fall einer Dimension

und x ∈ R (d.h. x0 = −∞, x1 = +∞) kann die Lösung von (4.27) zu gegebenen

Anfangsbedingungen n(x, 0) z.B. als Integral dargestellt werden:

n(x, t) =
1√

4 π D t

∞∫

−∞

dx0 n(x0, 0) e−
(x−x0)2

4 D t . (4.33)

4.2 Implizites Euler-Verfahren 2. Ordnung

Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir auch das implizite Euler-Verfahren 2. Ord-

nung (4.11) vorgestellt, das in der Literatur auch unter dem Namen Crank-

Nicholson-Verfahren bekannt ist (siehe Kapitel 19 von [24], Kapitel 10.4 von [29]

und Kapitel 6.2 von [12]). Dieses wollen wir im folgenden ein wenig genauer dis-

kutieren (siehe auch [25]).

Wir führen wieder eine Stabilitätsanalyse anhand der Differentialgleichung

(4.12) durch. Für diese Gleichung führt (4.11) auf

u(n+1)
r = u(n)

r − v ∆t

4 ∆x

(
u

(n)
r+1 − u

(n)
r−1 + u

(n+1)
r+1 − u

(n+1)
r−1

)
. (4.34)

Wie gewohnt setzt man die Eigenmoden (4.15) in (4.34) ein und findet

g(n + 1, k) = g(n, k) − i
v ∆t

2 ∆x
sin(k∆x) (g(n, k) + g(n + 1, k)) . (4.35)

Auflösung nach g(n + 1, k) führt auf

g(n + 1, k) =
1 − i v ∆t

2 ∆x
sin(k∆x)

1 + i v ∆t
2 ∆x

sin(k∆x)
g(n, k) . (4.36)

Da der Vorfaktor vom Betrag eins ist, ändert sich die Amplitude g(n, k) nicht:

|g(n + 1, k)| = |g(n, k)| . (4.37)

Diese Beobachtung erlaubt bereits eine Auflistung wichtiger Eigenschaften des

impliziten Euler-Verfahrens 2. Ordnung:

⊕ Es ist immer stabil (die Amplitude g(n, k) wächst nicht).
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⊕ Es tritt keine Dämpfung auf (die Amplitude g(n, k) nimmt auch nicht ab –

siehe (4.37)).

⊕ Es ist nach Konstruktion 2. Ordnung in ∆t.

⊖ Die guten Eigenschaften basieren auf einer simultanen Propagation der In-

formation an allen Plätzen in einem Zeitschritt. Dies bedeutet umgekehrt

eine unendliche numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit von Information.

Störungen an einer Stelle können also instantan Auswirkungen an belie-

big weit entfernten Orten haben. Je nach Fragestellung kann ein solches

Verhalten unphysikalisch sein.

⊖ ~u(n+1) ist als Lösung einer impliziten Gleichung zu bestimmen. Dies macht

implizite Verfahren aufwendiger als explizite Verfahren.

Für eine effiziente Implementierung benötigt man also insbesondere ein schnel-

les Verfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme. Es liegt nahe, an die Ver-

wendung des aus Abschnitt 3.3.1 bekannten CG Verfahrens zu denken. Dies ist

jedoch im allgemeinen nicht direkt möglich, wie z.B. die folgende Umordnung von

(4.34) bereits im linearen Fall zeigt:

− v ∆t

4 ∆x
u

(n+1)
r−1 + u(n+1)

r +
v ∆t

4 ∆x
u

(n+1)
r+1 =

v ∆t

4 ∆x
u

(n)
r−1 + u(n)

r − v ∆t

4 ∆x
u

(n)
r+1 . (4.38)

Diese Gleichung hat die Form A~u(n+1) = A†~u(n) = ~b. Leider ist die Matrix A nicht-

hermitesch (man beachte die unterschiedlichen Vorzeichen in (4.38) vor u
(n+1)
r−1 und

u
(n+1)
r+1 )! Eine der Voraussetzungen für die Anwendung des CG Verfahrens ist also

nicht erfüllt.

4.2.1 Bi-Conjugate Gradient Verfahren

Ist A in dem linearen Gleichungssystem (3.24) nicht hermitesch, so führt Multi-

plikation mit A† auf

Ã ~x = A†A~x = A†~b = ~̃b , (4.39)

d.h. auf ein lineares Gleichungssystem Ã ~x = ~̃b mit hermiteschem Ã = A†A. Ã ist

außerdem positiv (semi-)definit, d.h. ~x · Ã~x ≥ 0 für beliebige Vektoren ~x.

Zur Lösung eines linearen Gleichungssystems (3.24) mit nicht-hermiteschem

A könnte man also das CG Verfahren auf Ã = A†A und ~̃b = A†~b anwenden.
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Gegen diese Vorgehensweise sprechen jedoch Konvergenz-Eigenschaften. Wie in

Unterkapitel 3.3.1 erwähnt, wird die Konvergenz durch die in (3.36) definierte

Konditionszahl kontrolliert. Nun ist

κÃ = κ⋆
AκA . (4.40)

Dies führt zu entsprechend ungünstigen Konvergenz-Eigenschaften des CG Ver-

fahrens bei Verwendung der Matrix Ã.

Das Bi-Conjugate Gradient Verfahren (siehe z.B. Kapitel 2.7 von [24], Kapi-

tel 11.11 von [16] und Kapitel 5.3.7 von [6]) liefert hier günstigeres Verhalten.

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des CG Verfahrens, das mit einem

doppelten Satz Vektoren ~pi, ~ri, ~ui, ~̂pi, ~̂ri, ~̂ui arbeitet. Die Vektoren ~̂ri und ~ri sind

paarweise
”
biorthogonal“:

~̂ri · ~rj = 0 für i 6= j. (4.41)

Ferner gilt als Verallgemeinerung von (3.32), dass die Abstiegsrichtungen ~̂pi und

~pi zueinander
”
bikonjugiert“ sind:

~̂pi · A ~pj = 0 für i 6= j. (4.42)

Die Iterationsvorschrift des Bi-Conjugate Gradient Verfahrens lautet:

~uk = A ~pk , ~̂uk = A† ~̂pk ,

αk =
~̂rk · ~rk

~̂pk · ~uk

,

~xk+1 = ~xk + αk ~pk ,

~rk+1 = ~rk − αk ~uk , ~̂rk+1 = ~̂rk − α⋆
k ~̂uk , (4.43)

βk =
~̂rk+1 · ~rk+1

~̂rk · ~rk

,

~pk+1 = ~rk+1 + βk ~pk , ~̂pk+1 = ~̂rk+1 + β⋆
k ~̂pk .

Schließlich sind für einen gegebenen Startvektor ~x0 Anfangswerte gemäß der fol-

genden Verallgemeinerung von (3.34) zu wählen:

~̂p0 = ~̂r0 = ~p0 = ~r0 = ~b − A~x0 . (4.44)

Auf folgende Eigenschaften dieses Verfahrens sei besonders hingewiesen:
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• Für hermitesche Matrizen A† = A ist das Bi-Conjugate Gradient Verfahren

äquivalent zum CG Verfahren.

• Die Konditionierung und damit die Konvergenz ist dem CG Verfahren

gleich.

• Die zusätzlichen Operationen in (4.43) führen in etwa zu einer Verdopp-

lung des Rechenaufwands im Vergleich zum CG Verfahren. Insbesonde-

re benötigt man neben der Matrix-Vektor-Multiplikation für A auch eine

für A†.

Bei der Anwendung im impliziten Euler-Verfahren bietet es sich offensichtlich

an, ~u(n) als Startvektor zur Bestimmung von ~u(n+1) zu wählen. Ist die Änderung in

einem Zeitschritt nicht groß, konvergiert das Verfahren entsprechend mit wenigen

Iterationen gegen die gesuchte Lösung.

Zur Illustration einer möglichen Behandlung von nicht-Linearitäten betrach-

ten wir die Burgers-Gleichung

∂u

∂t
= −u

∂u

∂x
, (4.45)

bei der L(u) = −u ∂u
∂x

ist. Nähert man in L(u(n+1)) den Funktionswert u(n+1) ≈
u(n), d.h. L(u(n+1)) ≈ −u(n) ∂

∂x
u(n+1), führt das implizite Euler-Verfahren (4.11)

wieder auf eine lineare Gleichung5. Diese Vorgehensweise kann z.B. iterativ ver-

bessert werden. Dazu betrachtet man eine Folge von Näherungen L(u(n+1,l+1)) ≈
−u(n+1,l) ∂

∂x
u(n+1,l+1) und beginnt mit u(n+1,0) = u(n). Die skizzierte Vorgehens-

weise bedeutet Abbruch nach der Bestimmung von u(n+1,1) ≈ u(n+1). Man kann

jedoch die Lösung des linearen Gleichungssystems mehrfach iterieren, bis die Ap-

proximationen u(n+1,l) eine gewünschte Genauigkeit erreicht haben.

4.3 Zeitentwicklung in der Quantenmechanik

Im Rest dieses Kapitels soll die zeitabhängige Schrödingergleichung

i~
∂ Ψ(~r, t)

∂t
= HΨ(~r, t) (4.46)

numerisch behandelt werden. Durch Diskretisierung der Ortsvariablen wird aus

dem Hamilton-Operator H eine hermitesche Matrix (bei der Diskretisierung ist

5Da die Änderungen in den Ableitungen größer sind als in der Funktion selbst, führt man
diese Näherung besser für den Wert der Funktion als ihre Ableitung durch.
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darauf zu achten, dass die Hermitizität erhalten bleibt). H besitzt somit einen

vollständigen Satz von Eigenfunktionen Ψj zu Energie Ej :

HΨj = Ej Ψj . (4.47)

Die Anzahl dieser Eigenvektoren ist endlich und durch die Dimension des diskreti-

sierten Problems gegeben. Ferner sind die Eigenfunktionen paarweise orthogonal6

∫
d~r Ψ⋆

j Ψk = δj,k . (4.48)

Eine erste Möglichkeit zur Berechnung der Zeitentwicklung ist die explizite Be-

stimmung aller Eigenvektoren (4.47), d.h. die vollständige numerische Diagonali-

sierung von H. Eine gegebene Anfangswellenfunktion kann dann (z.B. mit Hilfe

von (4.48)) nach Eigenfunktionen entwickelt werden

Ψ(~r, 0) =
∑

j

aj Ψj . (4.49)

Mit Hilfe von (4.47) kann die Lösung von (4.46) nun leicht angegeben werden

Ψ(~r, t) =
∑

j

aj e−i Ej t/~ Ψj . (4.50)

Man beachte, dass in einem solchen Zugang die Zeitentwicklung nicht diskretisiert

werden muß. Allerdings bedeutet die vollständige Diagonalisierung von H einen

erheblichen Aufwand. Trotzdem wird dieser Weg z.B. in [30] beschritten.

4.3.1 Differenzenverfahren

In den Unterkapiteln 4.1 und 4.2 wurden verschiedene numerische Verfahren zur

Berechnung der diskretisierten Zeitentwicklung partieller Differentialgleichungen

vorgestellt. Diese sollen nun zuerst mit Blick auf Ihre Anwendbarkeit für die

Schrödingergleichung (4.46) diskutiert werden.

Zuerst stellt man fest, dass (4.46) in der Form (4.1) geschrieben werden kann

∂ Ψ(~r, t)

∂t
= − i

~
HΨ(~r, t) = L (Ψ) . (4.51)

Man beachte, dass die Quantenmechanik eine lineare Theorie ist, d.h. L = − i
~
H

ist hier ein linearer Operator! Nun betrachten wir die Wellenfunktion zu diskre-

ten Zeiten tn, wie sie insbesondere durch (1.5) gegeben sind. Eine wesentliche

6Hier und im folgenden wird das Skalarprodukt symbolisch als Integral geschrieben; in der
konkreten Realisierung ist jedoch eine endliche Summe auszuführen.
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Eigenschaft der Quantenmechanik ist die Unitarität der Zeitentwicklung, d.h.

die Erhaltung von Wahrscheinlichkeiten. Für die diskretisierte Zeitentwicklung

bedeutet dies, dass die Norm der Wellenfunktion erhalten bleiben muß

‖Ψ(tn+1)‖ = ‖Ψ(tn)‖ , (4.52)

und zwar für alle Ψ(tn). Es reicht also nicht, Stabilität des Verfahrens sicherzu-

stellen, sondern es ist die im allgemeinen stärkere Bedingung (4.52) zu erfüllen.

Man beachte, dass es sich hierbei um eine nicht-lineare Bedingung handelt, da

in der Quantenmechanik die Wellenfunktion selbst nicht meßbar ist, sondern nur

ihr Quadrat (die Wahrscheinlichkeitsdichte).

Zuerst betrachten wir das explizite Euler-Verfahren (4.6)

Ψ(tn+1) = Ψ(tn) − ∆t
i

~
HΨ(tn) . (4.53)

Nun setzt man eine beliebige Eigenfunktion (4.47) ein Ψ(tn) = Ψj. Dann gilt

Ψ(tn+1) =

(
1 − ∆t

i

~
Ej

)
Ψj , (4.54)

folglich

‖Ψ(tn+1)‖2 =

(
1 +

(
∆t

~
Ej

)2
)

‖Ψj‖2 . (4.55)

Der Vorfaktor auf der rechten Seite ist immer größer als 1, d.h. (4.52) ist immer

verletzt. Das explizite Euler-Verfahren ist also auch in der Quantenmechanik kein

brauchbares Verfahren.

Das erste stabile Verfahren war das explizite Lax-Verfahren (4.19). Aufgrund

der räumlichen Mittelung kann es nicht allgemein analysiert werden. Wir betrach-

ten somit ein freies Teilchen

H = − ~2

2m
∆ . (4.56)

Man beachte, dass dies mit (3.6) für die Diskretisierung der zweiten Ableitung in

einer Dimension auf

(HΨ)r = − ~2

2m

Ψr+1 − 2 Ψr + Ψr−1

∆x2
(4.57)

führt. Die Eigenfunktionen lauten nun

Ψ(n)
r = g(n, k) ei k r∆x . (4.58)
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Das explizite Lax-Verfahren (4.19) führt nun auf

Ψ(n+1)
r =

1

2

(
Ψ

(n)
r+1 + Ψ

(n)
r−1

)
− ∆t

i

~
HΨ(n)

r

=

(
cos (k∆x) − ∆t i

~

~2

2m

2 (cos (k∆x) − 1)

∆x2

)
Ψ(n)

r , (4.59)

wobei in der zweiten Zeile (4.57) eingesetzt wurde. Für die Normen folgt

∥∥Ψ(n+1)
∥∥2

=

(
cos2 (k∆x) +

(
∆t ~

m

(cos (k∆x) − 1)

∆x2

)2
)
∥∥Ψ(n)

∥∥2
. (4.60)

Der Vorfaktor auf der rechten Seite ist im allgemeinen von 1 verschieden, d.h.

(4.52) ist nicht erfüllt. Da die Zeitentwicklung des expliziten Lax-Verfahrens nicht

einmal für ein freies Teilchen unitär ist, ist dieses Verfahren in der Quantenme-

chanik unbrauchbar.

Tatsächlich gibt es explizite Differenzenverfahren, die auch in der Quanten-

mechanik verwendet werden können. So wird z.B. in Kapitel 18.4 von [10] bzw.

Kapitel 16.5 von [11] die Verwendung eines von Visscher vorgeschlagenen explizi-

ten Verfahrens [28] empfohlen. Einerseits hat dieses Verfahren den Vorteil, dass es

mit reeller Arithmetik implementiert werden kann, andererseits hat es Nachteile

z.B. auf konzeptioneller Seite. Wir wollen daher keine neuen Differenzenverfahren

jenseits den bereits bekannten einführen.

Andererseits haben wir das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung noch nicht

auf seine Anwendbarkeit in den Quantenmechanik untersucht. Tatsächlich wird

dieses implizite Verfahren an verschiedenen Stellen in der Literatur für die An-

wendung auf die Zeitentwicklung in der Quantenmechanik empfohlen (vgl. z.B.

Kapitel 19.2 von [24], Kapitel 7.5 von [18] bzw. [19] (ebenfalls Kapitel 7.5) und

Kapitel 4.5 von [17]). Das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung (4.11) führt auf
(

1 +
∆t

2~
iH
)

Ψ(tn+1) =

(
1 − ∆t

2~
iH
)

Ψ(tn) . (4.61)

Schreibt man dies als Ψ(tn+1) = U(∆t) Ψ(tn), so erkennt man in U(∆t) =(
1 + ∆t

2~
iH
)−1 (

1 − ∆t
2~

iH
)

die Cayley-Transformierte von H wieder. Die durch

(4.61) gegebene Zeitentwicklung ist somit unitär. Um dies auf einem elementaren

Niveau nachzuvollziehen, betrachtet man wieder Eigenfunktionen Ψ(tn) = Ψj.

Die Relation (4.61) führt dann mit (4.47) auf

Ψ(tn+1) =
1 − ∆t

2~
iEj

1 + ∆t
2~

i Ej

Ψ(tn) . (4.62)
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Der Vorfaktor in (4.62) ist der Quotient zweier zueinander komplex konjugierter

Zahlen, hat also den Betrag 1. Es folgt, dass die Vorschrift (4.61) immer unitär

ist. Glg. (4.61) führt auf ein lineares Gleichungssystem (3.24) mit A = 1 + ∆t
2~

iH.

Auch wenn die Diskretisierung des Hamilton-Operators H hermitesch ist, ist der

Operator A aufgrund des Faktors i manifest nicht-hermitesch. Das Gleichungs-

system (4.61) ist also mit dem in Abschnitt 4.2.1 diskutierten Bi-Conjugate Gra-

dient Verfahren zu lösen. Ferner kann die Diskretisierung H zwar häufig reell

gewählt werden, jedoch führt der Faktor i auf eine explizit komplexe Matrix.

Dieses Verfahren wird somit naheliegender Weise mit komplexer Arithmetik im-

plementiert.

Zusammenfassend läßt sich sagen, dass weder das explizite Euler-Verfahren

noch das Lax-Verfahren unitär sind, also für die Zeitentwicklung der Schrödinger-

gleichung (4.46) untauglich sind. Das implizite Euler-Verfahren 2. Ordnung (4.61)

kann hingegen auch in der Quantenmechanik für beliebige ∆t verwendet werden,

ohne dass prinzipielle Probleme auftreten (natürlich hängt die Genauigkeit der

genäherten Zeitentwicklung von ∆t ab).

4.3.2 Operator-Splitting

Im folgenden soll ein weiteres Verfahren vorgestellt werden, das konzeptionell

anders arbeitet und somit ggfs. günstigere Merkmale aufweist als die bisher dis-

kutierten. Dieses Verfahren wird z.B. in Kapitel 16.6 von [11] kurz erwähnt.

Formal können wir die zeitabhängige Schrödingergleichung (4.46) lösen, indem

wir den Hamilton-Operator exponentieren:

Ψ(~r, t) = e−iH t/~ Ψ(~r, 0) . (4.63)

Hierbei ist U(t) = e−iH t/~ ein unitärer Operator.

Zur (näherungsweise) Berechnung der Exponentialfunktion bedienen wir uns

eines Tricks. Um diesen zu erklären, betrachten wir zunächst die Exponential-

funktion einer Summe von zwei Operatoren A und B und entwickeln:

eǫ (A+B) = 1 + ǫ (A + B) +
ǫ2

2
(A + B)2 + O(ǫ3)

= 1 + ǫ (A + B) +
ǫ2

2
(A2 + A B + B A + B2) + O(ǫ3) (4.64)

=

(
1 + ǫ A +

ǫ2

2
A2

) (
1 + ǫ B +

ǫ2

2
B2

)
− ǫ2

2
A B +

ǫ2

2
B A + O(ǫ3) .
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Somit gilt:

eǫ (A+B) = eǫ A eǫ B − ǫ2

2
[A, B] + O(ǫ3) = eǫ A eǫ B + O(ǫ2) . (4.65)

Diese Identität ist dann nützlich, wenn eA und eB leichter zu berechnen sind als

eA+B.

Diese Überlegungen sollen im folgenden auf den Zeitentwicklungsoperator der

Quantenmechanik für ein Intervall ∆t angewendet werden:

U(∆t) = e−iH∆t/~ . (4.66)

In diesem Fall liegt die Aufteilung

H = H0 + V =
~p2

2 m
+ V (~r) (4.67)

nahe. Die Näherung (4.65) führt dann mit der Identifikation ǫ = −i ∆t/~ auf

U(∆t) = e−iH0 ∆t/~ e−i V ∆t/~ + O
(
∆t2
)

= Ũ(∆t) + O
(
∆t2
)

. (4.68)

Man erhählt also folgende Näherung für den Zeitentwicklungsoperator

Ũ(∆t) = e−iH0 ∆t/~ e−i V ∆t/~ . (4.69)

An diesem Ergebnis lassen sich bereits wesentliche Eigenschaften des resultie-

renden Verfahrens ablesen:

⊕ Laut (4.69) ist Ũ(∆t) das Produkt zweier unitärer Operatoren, also manifest

unitär. Dies gilt unabhängig von der Wahl von ∆t. Man beachte, dass unter

den bisher diskutierten Verfahren nur das implizite Euler-Verfahren unitär

war.

⊕ Wie man (4.68) entnimmt, ist die Näherung zweiter Ordnung in ∆t. Diese

Eigenschaft teilt es mit dem impliziten Euler-Verfahren.

⊕ Der Fehler wird nach (4.65) durch 〈Ψ | [H0, V ] | Ψ〉 kontrolliert. Im Fall

[H0, V ] = 0 ist Ũ(∆t) = U(∆t), d.h. die Zeitentwicklung wird exakt be-

schrieben. Dies gilt insbesondere für ein freies Teilchen (V = 0). Man be-

achte, dass bei allen anderen bisher diskutierten Differenzenverfahren selbst

in diesem einfachen Fall Abweichungen zweiter Ordnung in ∆t auftreten!

Im allgemeinen ist der Vorfaktor des Korrekturterms zweiter Ordnung mit

der Näherung (4.69) evtl. kleiner, so dass für gewünschte Genauigkeit ein

größeres ∆t verwendet werden kann als bei Differenzenverfahren.
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⊕ Die kinetische Energie H0 ist diagonal im Impulsraum. Somit kann in dieser

Darstellung erstens e−iH0 ∆t/~ = e−i E(k)∆t/~ leicht berechnet werden.

Ferner beobachten wir zunächst, dass man aus der Diskretisierung (4.57)

leicht folgenden Ausdruck für die Energie eines freien Teilchens herleiten

kann:

E(k) =
~2

m

1 − cos (k∆x)

∆x2
. (4.70)

Betrachtet man nun k∆x ≪ 1, so gilt E(k) = ~2

2m
k2+O

(
(k∆x)4). An dieser

Stelle kann man im Operator-Splitting-Verfahren eine weitere Verbesserung

einbauen, indem man den exakten Kontinuumsausdruck E(k) = ~2

2 m
k2 in

die Zeitentwicklung einsetzt und so die Ordnung der Ortsraumdiskretisie-

rung gegenüber dem Gitter-Ausdruck zweiter Ordnung (4.70) verbessert

(die Ordnung hängt nun von der Gesamtzahl N der räumlichen Stützstel-

len ab). Bei hinreichend glattem Potential V (~r) kann dann die Zahl der

Stützstellen verringert werden. Trotz des im folgenden diskutierten zusätz-

lichen Rechenaufwands zur Berechnug der Exponentialfunktionen kann das

Verfahren bei geeigneten Problemen letzten Endes CPU-Zeit-effizienter sein

als konkurrierende Verfahren.

• Das Potential V ist diagonal im Ortsraum, H0 im Impulsraum, so dass die

Exponentialfunktionen in der jeweiligen Darstellung leicht berechnet wer-

den können. Diese beiden Darstellungen der Wellenfunktion |Ψ(tn)〉 können

mit Hilfe einer Fourier-Transformation ineinander überführt werden. Es er-

gibt sich folgendes Verfahren für die Berechnung der Zeitentwicklung:

|Ψ(tn)〉 Ortsraum−→ e−i V ∆t/~ |Ψ(tn)〉
Fourier−→ ̂e−i V ∆t/~ |Ψ(tn)〉

Impulsraum−→ e−i E(k)∆t/~ ̂e−i V ∆t/~ |Ψ(tn)〉 = ̂|Ψ(tn+1)〉
inverse Fourier−→ |Ψ(tn+1)〉 . (4.71)

Eine etwas ausführlichere Diskussion dieses Verfahren findet man z.B. in Kapitel

2 von [4], sowie eine Zusammenfassung in Kapitel VI von [22].

Um (4.71) praktisch einzusetzen, wird ein effizientes Verfahren zur Berechnung

der Fourier-Transformation benötigt, d.h. die FFT aus Unterkapitel 2.2. Bei der

Anwendung der FFT auf ein physikalisches Problem sind die Stützstellen, die
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in Unterkapitel 2.2 mit Abstand eins angenommen wurden, noch umzurechnen.

Insbesondere gilt für die k-Punkte auf einem Intervall der Länge L

ks =
2 π

L
s . (4.72)

Im Impulsraum können die Eigenwerte des Hamiltonoperators eines freien Teil-

chens (4.56) nun leicht angegeben werden:

H0 Ψ̂s = E(0)
s Ψ̂s . (4.73)

Allerdings ist bei der Umrechnung des Bereiches 0 ≤ s < N aus der FFT noch zu

beachten, dass der Wertebereich symmetrisch um das Minimum bei k = 0, d.h.

s = 0 gewählt werden sollte. Man wählt also

E(0)
s =

~2 k2
s

2 m
=

{
~
2 (2 π s)2

2 m L2 für s ≤ N/2 ,
~
2 (2 π (N−s))2

2 m L2 für s ≥ N/2 .
(4.74)

4.3.3 Doppelmulden-Potential

Als Anwendungs-Beispiel wollen wir im folgenden das Doppelmulden-Potential

untersuchen. Die Diskussion folgt Kapitel 2.5 und 2.6 von [30]. Gegeben sei der

eindimensionale Hamilton-Operator

H =
p2

2 m
+ V (x) (4.75)

mit

V (x) = m ω2 (x − xm)2(x + xm)2

8 x2
m

. (4.76)

Der Vorfaktor ist hierbei so gewählt, dass ∂2

∂x2 V
∣∣
±xm

= m ω2 ist. In der Nähe von

±xm hat man somit näherungsweise jeweils einen harmonischen Oszillator der

gewohnten Form

V (x) ≈ 1

2
m ω2 (x ± xm)2 (4.77)

für |x ± xm| ≪ xm. Das Doppelmulden-Potential (4.76) ist in Abb. 4.4 skizziert.

Die beiden Minima bei ±xm sind durch eine Barriere der Höhe V (0) = m ω2 x2
m/8

getrennt. Für x → ±∞ geht das Potential in den anharmonischen Oszillator

V (x) ∼ x4 über.

Bei ±xm findet man näherungsweise harmonische Oszillatoren der Frequenz

ω. Als erste Näherung kann man bei einer hinreichend hohen Barriere, d.h. hinrei-

chend großem Abstand xm, die Niveaus dieser beiden harmonischen Oszillatoren
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V

x

~x

x

~x

m−x m

4 4

Abbildung 4.4: Das Doppelmulden-Potential.

betrachten. Die Grundzustandswellenfunktion eines harmonischen Oszillators hat

die Form

Ψxz(x) = C e−α(x−xz)2/2 . (4.78)

Im Prinzip könnte man α und xz in dieser Wellenfunktion für das Potential (4.76)

optimieren. Dies ist jedoch mühselig, so dass wir näherungsweise die Grundzu-

standswellenfunktionen der harmonischen Oszillatoren (4.77) bei ±xm verwen-

den:

xz = ±xm , α =
m ω

~
. (4.79)

Demenstprechend finden wir für die Energie näherungsweise die Grundzustand-

senergie eines harmonischen Oszillators:

E ≈ 1

2
~ ω . (4.80)

In einer Simulation kann die Energie der Wellenfunktion (4.78) als Erwartungs-

wert des Hamilton-Operators gemessen werden:

E = 〈H〉 =
〈Ψ | H |Ψ〉
〈Ψ | Ψ〉 . (4.81)

Wählt man als Anfangswellenfunktion Ψ(x, t = 0) = Ψ±xm(x), d.h. setzt man

ein Teilchen bei t = 0 in eines der beiden Minima, so ist dies keine Eigenfunk-

tion. Klassisch würde ein Teilchen natürlich im Minimum (‘Grundzustand’) bei



4.3 Zeitentwicklung in der Quantenmechanik 59

±xm liegen bleiben, quantenmechanisch kann es jedoch in das Nachbarminimum

tunneln.

Eine verbesserte Näherung für die Eigenfunktionen ist folgende Kombination

der Wellenfunktionen Ψ±xm:

Ψ0 ≈ Ψxm + Ψ−xm , Ψ1 ≈ Ψxm − Ψ−xm . (4.82)

Die Berechnung der Energie dieser Wellenfunktionen für das Potential (4.76)

ist nicht ganz trivial. Jedoch folgt aus dem Knotensatz, dass der Grundzustand

symmetrisch ist und der erste angeregte Zustand antisymmetrisch, d.h. wir iden-

tifizieren Ψ0 als Grundzustand.

Einen Ausgangszustand, bei dem sich das Teilchen links befindet, können wir

also als

Ψ(x, t = 0) = Ψ−xm(x) ≈ 1

2
(Ψ0(x) − Ψ1(x)) = ϕ(x, t = 0) (4.83)

schreiben. Hierbei haben wir die Kombination der exakten Eigenfunktionen Ψ0

und Ψ1 als ϕ bezeichnet. Für deren Zeitentwicklung gilt:

ϕ(x, t) =
1

2

(
e−i E0 t/~ Ψ0(x) − e−i E1 t/~ Ψ1(x)

)

= e−i E0 t/~
1

2

(
Ψ0(x) − e−i (E1−E0) t/~ Ψ1(x)

)
. (4.84)

Man liest ab, dass ϕ(x, t) ∝ Ψ−xm(x) für t = n τ , bzw. ϕ(x, t) ∝ Ψxm(x) für

t =
(
n + 1

2

)
τ mit ganzzahligen n und

τ =
2 π ~

E1 − E0
. (4.85)

Dementsprechend findet man Oszillationen z.B. in dem Erwartungswert des Ortes

〈x〉(t) ≈ −xm cos

(
2 π t

τ

)
. (4.86)

In einer Simulation kann man nun z.B. 〈x〉(t) messen, aus (4.86) die Periode τ

bestimmen und schließlich aus (4.85) die Tunnel-Aufspaltung E1 − E0 ablesen.

Beimischung von höheren angeregten Wellenfunktionen in Ψ(x, t = 0) führt zu

höherfrequenten Beiträgen in den Oszillationen von 〈x〉(t). Die kleinste Oszilla-

tionsfrequenz ∝ 1/τ ist dennoch im allgemeinen gut abzulesen, so dass E1 − E0

ziemlich genau bestimmt werden kann.
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Bisher haben wir gezeigt, wie Energie E und die Tunnel-Aufspaltung E1 −E0

aus einer zeitabhängigen Simulation bestimmt werden können. Zur Bestimmung

der Grundzustandsenergie könnten wir nun im Sinne von (4.83) E ≈ 1
2
(E0 +E1)

schätzen. Dies ist jedoch nicht besonders genau, so dass eine direkte Bestimmung

von E0 wünschenswert ist. Dies läßt sich beim Operator-Splitting-Verfahren mit

einem kleinen Trick bewerkstelligen. Die Idee ist, den Beitrag einer Eigenfunktion

Ψj mit einem Faktor e−Ej η t/~ zu dämpfen. Normiert man Ψ(x, t) jeweils neu, so

bleibt für große t nur Ψ0 übrig. Bei der Implementierung ersetzt man entsprechend

in der Zeitentwicklung

e−iH t/~ → e−iH (t−i η)/~ . (4.87)

Man verwendet also den gewohnten Algorithmus für die Zeitentwicklung, wählt

den Zeitschritt jedoch komplex ∆t ∈ C mit ℑm(∆t) < 0. Normiert man weiterhin

Ψ(x, t) nach jedem Zeitschritt neu, so konvergiert Ψ(x, t) → Ψ0(x). Somit kann

schließlich die Grundzustandsenergie als Erwartungswert des Hamilton-Operators

bestimmt werden 〈H〉(t) → E0.
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5 Zufallsgeneratoren

Wir wollen uns im folgenden mit Monte-Carlo Verfahren beschäftigen. Hierzu

werden Zufallszahlen benötigt. Später in diesem Kapitel werden wir zeigen, dass

sich allgemeine Verteilungen P (x) von Zufallszahlen x aus Gleichverteilungen

herleiten lassen, so dass wir uns zunächst auf Gleichverteilungen in einem Intervall

konzentrieren.

Wir suchen also Folgen von
”
Zufallszahlen“ xi mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Zufallszahlen sollen auf einem gegebenen Intervall gleichverteilt sein.

Für Fließkommazahlen verwendet man meistens eine Gleichverteilung auf

dem Intervall [0, 1], bei ganzen Zahlen ein Intervall [0, n] mit einer festen

ganzen Zahl n.

(ii) Zwischen den einzelnen xi sollen keine nachweisbaren Korrelationen beste-

hen, d.h. sind x0, . . ., xi−1 bereits bekannt, soll keine Vorhersage für das

Ergebnis der Zahl xi möglich sein.

Bekannte Verfahren zur Erzeugung von
”
Zufallszahlen“ sind z.B. Würfel oder

Roulette. Bei physikalischen Realisierungen mag man u.a. an (radioaktive) Zer-

fallsprozesse und thermisches Rauschen in elektronischen Schaltkreisen denken.

Nun gilt es allerdings zu bedenken, dass moderne Computer Taktfrequenzen im

GHz-Bereich aufweisen, so dass man durchaus bei einem Bedarf von ≥ 109 zufälli-

gen Bits in der Sekunde landet. Solche Raten sind schwer zu realisieren, wenn

dabei gleichzeitig die Eigenschaften (i) und (ii) erfüllt sein sollen (d.h. Gleichver-

teilung und fehlende Korrelationen – beides mit hoher Genauigkeit).

Daher beschreitet man meistens einen anderen Weg und verwendet eine
”
chao-

tische“ (also möglichst nicht vorhersagbare), aber deterministische Berechnungs-

vorschrift. Derart erzeugte Zahlenfolgen sind natürlich nicht mehr zufällig, so dass

man auch von
”
Pseudo-Zufallszahlen“ spricht.

Eine wichtige Referenz für Zufallsgeneratoren ist der Anfang von Kapitel 7

von [24]. Diskussionen von Pseudo-Zufallsgeneratoren findet man z.B. auch in

Kapitel 12.6 von [10], in Kapitel 7.9 von [11], Kapitel 2.2.5 von [21] sowie Kapitel

4 von [30].
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5.1 Pseudo-Zufallsgeneratoren

Wir wollen nun Beispiele für Pseudo-Zufallszahlsgeneratoren diskutieren. Wie be-

reits erwähnt, sind diese durch eine deterministische Berechnungsvorschrift cha-

rakterisiert, die ggfs. mit einem Gedächtnis arbeitet.

Dieser Zugang hat natürlich verschiedene Nachteile. Zunächst ist jedes xi prin-

zipiell vorhersagbar (insbesondere dann, wenn man die Berechnungsvorschrift

kennt). Ferner ist der Informationsgehalt der Berechnungsvorschrift zusammen

mit dem Gedächtnis klein gegen eine Folge von echten Zufallszahlen mit einer

typisch benötigten Länge. Genauer gesagt ist die einzige Möglichkeit, eine Folge

echter Zufallszahlen zu reproduzieren das Speichern der kompletten Folge, d.h.

aufgrund der Unvorhersagbarkeit der jeweils nächsten Zufallszahl existiert keine

Berechnungsvorschrift, die (deutlich) kürzer ist als die Folge der Zufallszahhlen

selbst. Hingegen benötigt man typischerweise nicht besonders viel Speicher, um

die Berechnungsvorschrift und das Gedächtnis eines Pseudo-Zufallszahlsgenerators

zu speichern. Pseudo-Zufallszahlszahlen sind aus diesen Gründen prinzipiell nicht

wirklich zufällig, so dass man grundsätzlich immer testen muß, ob ein bestimmter

Zufallsgenerator für einen gegebenen Zweck brauchbar ist.

Schließlich erzeugt jeder Pseudo-Zufallsgenerator die gleichen Folgenglieder xi,

wenn er sich im gleichen Zustand befindet. Da die Zahl der möglichen Zustände

immer endlich ist, sind alle Pseudo-Zufallsgeneratoren periodisch. Für praktische

Anwendungen sollte man darauf achten, dass die Periode lang genug ist, d.h. groß

gegen die Anzahl der benötigten Zufallszahlen. Auf keinen Fall sollte man mehr

Pseudo-Zufallszahlen verwenden als die Periodenlänge des Generators.

Ein positiver Randeffekt ist andererseits, dass die Ergebnisse reproduzierbar

sind. Typischerweise befindet sich ein Pseudo-Zufallsgenerator beim Programm-

start jeweils im gleichen Zustand, so dass das Verhalten eines Programms repro-

duzierbar sein sollte. Ein reproduzierbarer Programmablauf ist z.B. wichtig für

die Fehlersuche.

Als erstes Beispiel wollen wir linear kongruente Zufallsgeneratoren diskutieren.

Diese Generatoren verwenden eine Rekursionsrelation für ganze Zahlen Ij:

In+1 = a In + c (mod m) (5.1)

mit geeignet gewählten ganzzahligen a, c, m. Das
”
chaotische“ Verhalten wird in

dieser Generatorklasse durch die modulo-Operation erzeugt. Je nach Wahl der
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Parameter können linear kongruente Generatoren gut oder schlecht sein. Erfah-

rung zeigt, dass die Wahl c = 0 bei guter Wahl von a und m keine schlechteren

Generatoren liefert als c 6= 0. Wir werden uns daher auf den Fall c = 0 konzen-

trieren.

Der Rekursionsrelation (5.1) sieht man leicht an, dass die Zahlenfolge peri-

odisch ist, d.h. es existiert eine Periodenlänge k, so dass In+k = In für alle n ist.

Da In maximal m verschiedene Werte annehmen kann und In ferner alle weiteren

Folgenglieder eindeutig bestimmt, ist die Periodenlänge eines linear kongruenten

Generators maximal m, d.h. es gilt k ≤ m. m sollte also möglichst groß gewählt

werden.

Wie bereits erwähnt, ist die Güte der Zufallsgeneratoren zu testen. Zunächste

sollte man die Gleichverteilung der erzeugten Zufallszahlen überprüfen; kritischer

sind jedoch meist Korrelationen in der Folge der erzeugten Zufallszahlen.

Die Gleichverteilung und die Paarkorrelationen 〈xn xn−r〉 (xn ist das auf [0, 1]

normierte In) kann man einem einfachen geometrischen Test unterwerfen: Man

zeichnet Punkte, deren x- bzw. y-Koordindaten durch zwei aufeinanderfolgende

Zufallszahlen xn−1 und xn gegeben ist. In diesem Test sollte die Ebene gleichmäßig,

d.h. ohne erkennbares Muster, ausgefüllt werden.

Höhere Korrelationen können ebenfalls relevant sein. Die nächste Korrelati-

onsfunktion ist die Tripletkorrelation 〈xn xn−r xn−s〉. Für diese gilt in dem Fall,

dass die Folgenglieder unkorreliert sind:

〈xn xn−r xn−s〉 = 〈xn〉 〈xn−r〉 〈xn−s〉 = 〈xn〉3 =

(
1

2

)3

=
1

8
. (5.2)

Man beachte, dass die Annahme von Unkorreliertheit an dieser Stelle insbeson-

dere bedeutet, dass n, n − r sowie n − s paarweise verschieden sind, d.h. (5.2)

gilt nur für r 6= 0, s 6= 0 und r 6= s.

Wir wollen nun ein paar Beispiele linear kongruenter Zufallsgeneratoren (5.1)

diskutieren:

1. a = 215 − 1 = 32 767, m = 216 − 1 = 65 535, c = 0. Abb. 5.1 zeigt die von

diesem Generator erzeugten Paare (xn−1, xn). Offensichtlich handelt es sich

um einen sehr schlechten Generator. Ein Grund hierfür ist, dass m zu klein

gewählt ist.

2. a = 65 539, m = 231 = 2 147 483 648, c = 0 (dieses a ist eine Prim-

zahl). Dieser Generator war zeitweise auf IBM-Großrechnern weit verbrei-



64 5 Zufallsgeneratoren

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xn-1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x n

Abbildung 5.1: Von dem linear kongruenten Zufallsgenerator mit a =
215 − 1 = 32 767, m = 216 − 1 = 65 535, c = 0 erzeugte Paare (xn−1, xn).

tet. Tatsächlich diskutieren Binder und Stauffer (zwei Pioniere der Monte-

Carlo Methode) diesen Generator in Kapitel 1.1.1 des Buches [2] als Haupt-

beispiel. Binder und Stauffer bemerken selbst, dass dies kein besonders

guter Generator ist. Der Kommentar in Kapitel 7.1 von [24] zu diesem

Generator ist hingegen vernichtend:
”
... choices of m, a, and c have been

botched“ (
”
verpfuscht“). Ein Defizit dieses Generators ist leicht zu sehen:

Aufgrund der Mulitplikation mit einer ungeraden Zahl mit anschließender

modulo-Bildung mit einer geraden Zahl bleibt das unterste Bit der Folge In

erhalten, d.h. ein ungerades I0 führt zu einer Folge, deren Glieder In alle

ungerade sind, ein gerades I0 führt hingegen zu einer Folge, deren Glieder

In ausschließlich gerade sind. Das Hauptproblem dieses Generators sieht

man jedoch in Abb. 5.2: Faßt man drei aufeinander folgende Zufallszahlen

xn−2, xn−1, xn als Koordinaten eines Punktes in drei Dimensionen auf, so

findet man nur eine sehr geringe Anzahl von Ebenen. Im allgemeinen gilt,

dass die k-Tupel von k aufeinander folgenden mit einem linear kongruenten

Generator erzeugten Zufallszahlen auf (k − 1)-dimensionalen Hyperebenen

liegen, wobei es höchstens k
√

m solcher Hyperebenen gibt [24]. Im hier vor-

liegenden Fall m = 231, k = 3 wären im Prinzip etwa 1 290 Ebenen möglich

– wie man Abb. 5.2 entnimmt, sind es tatsächlich deutlich weniger.
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Abbildung 5.2: 104 von dem linear kongruenten Zufallsgenerator mit
a = 65 539, m = 231 = 2 147 483 648, c = 0 erzeugte Triplets
(xn−2, xn−1, xn).

3. a = 75 = 16 807, m = 231 −1 = 2 147 483 647, c = 0. Dies ist der
”
Minimal

Standard“ Generator von [24]. Der Name
”
Minimal Standard“ soll dabei

andeuten, dass dies zwar nicht unbedingt ein guter Generator ist, dass man

aber keinen Generator verwenden sollte, der schlechter ist.

Auch ein guter linear kongruenter Generator hat Probleme. Zunächst sind

die niedrigen Bits der Ij weniger zufällig als die hohen (ein besonders deutliches

Beispiel hierfür war unser zweites Beispiel). Wird nur ein kleinerer Wertebereich

benötigt, sollte man also nie die unteren, sondern immer nur die oberen Bits ver-

wenden. Insbesondere sollte man auf die Zufallszahlen keine modulo-Operation

anwenden. Ferner ist die Periode vergleichsweise kurz, d.h. man erhält typischer-

weise maximal von der Ordnung 108 verschiedene Ij , danach wiederholt sich die

Zahlenfolge.

Schieberegister-Zufallsgeneratoren stellen eine zweite verbreitete Generator-

Klasse dar. Diese Generatoren verwenden ein Register und folgende Rekursions-

relation

In = In−p ^ In−q . (5.3)

Hierbei haben wir wie bereits in Unterkapitel 2.1 das Symbol ^ für ein bitweises

exklusives oder verwendet.
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Abbildung 5.3: Werte der Tripletkorrelation 〈xn xn−r xn−s〉 in dem
Schieberegister-Zufallsgenerator R250.

Schieberegister-Zufallsgeneratoren besitzen verschiedene Vorteile. Zunächst

stellt ein größeres Gedächtnis sehr lange Perioden sicher. Ferner sind alle Bits

gleich zufällig, wenn die Anfangsbelegung des Registers gut gewählt ist, d.h. wenn

die ersten max(p, q) Zahlen In geeignet gewählt werden.

Ein populärer Schieberegister-Generator ist unter dem Namen
”
R250“ be-

kannt. R250 ist durch die Parameter p = 250 und q = 147 definiert. Bei diesem

Generator sind die Paarkorrelationen 〈xn xn−1〉 in Ordnung. Abb. 5.3 zeigt einen

Ausschnitt der Tripletkorrelation 〈xn xn−r xn−s〉 für R250. In den meisten Fällen

beobachtet man den nach (5.2) erwarteten Wert von 0.125. Allerdings beobachtet

man ein deutliches Signal bei r = p, s = q (bzw. dem in Abb. 5.3 nicht gezeigten,

aber äquivalenten Fall r = q, s = p): Für R250 findet man einen deutlich er-

niedrigten Wert 〈xn xn−250 xn−147〉 ≈ 0.107. Aufgrund des Bildungsgesetzes (5.3)

ist diese Korrelation bei r = p und s = q nicht überraschend, sie kann aber zu

systematischen Abweichungen im Ergebnis einer Simulation führen. Ein beson-

deres drastisches Beispiel findet sich in [26], hier wurden durch R250 verursachte

systematische Fehler im Ergebnis von bis zu 20% beobachtet.

Im allgemeinen reicht auch kein
”
Durcheinanderwirbeln“ der Zufallszahlen

durch den Algorithmus, um ein korrektes Ergebnis sicherzustellen. Dies ist späte-

stens seit der
”
Ferrenberg-Landau-Affäre“ bekannt [5]. In dieser Arbeit wurden

Simulationen mit einem Algorithmus durchgeführt, der dem Augenschein nach

nicht empfindlich auf vereinzelte Korrelationen reagieren sollte. Dennoch wurden
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bei verschiedenen zu dieser Zeit beliebten Zufallsgeneratoren statistisch signifi-

kante systematische Fehler im Ergebnis nachgewiesen [5]; auch für R250 wurden

bereits hier Probleme berichtet, wobei der Grund für das Versagen des Generators

weniger offensichtlich ist als in der späteren Arbeit [26].

Es gibt viele andere Pseudo-Zufallsgeneratoren sowie Methoden um Eigen-

schaften von Zufallsgeneratoren zu
”
verbesseren“. Man sollte sich dennoch im-

mer daran erinnern, dass kein Pseudo-Zufallsgenerator perfekt sein kann, da er

grundsätzlich immer weniger Information enthält als eine (hinreichend lange)

Folge echter Zufallszahlen. Dies gilt auch für den in Kapitel 7.1 von [24] als
”
per-

fekt“ angepriesenen Zufallsgenerator ran2(). Tatsächlich ist ran2() für in der

Physik verbreitete hochgenaue Simulationen ungeeignet. Der Grund hierfür liegt

in einer Korrelation der Summen von Zufallszahlen. Konkret treten Probleme in

solchen Situationen auf, in denen eine kleine Zufallszahl auf viele große Zufalls-

zahlen folgt. Es sei dem Leser überlassen, diese Korrelation von ran2() mit einem

statistischen Test nachzuweisen und das in [24] ausgelobte Preisgeld von $1000

einzufordern.

Ferner sei daran erinnert, dass Pseudo-Zufallsgeneratoren für gewöhnlich nach

jedem Programmstart die gleiche
”
Zufalls“folge liefern. Will man also durch Wie-

derholung der Simulation die Statistik verbessern, so ist darauf zu achten, dass der

Zufallsgenerator beim erneuten Programmstart geeignet initialisiert wird. Dies

kann von Hand geschehen, oder z.B. über die Systemzeit7. Darüber hinaus stellt

z.B. Linux unter /dev/random einen Pool von Zufallszahlen zur Verfügung [20].

Diese Verwaltung von Zufallszahlen mit Hilfe des Betriebssystems ist in erster

Linie für kryptographische Zwecke gedacht, sie kann aber natürlich auch zur In-

itialisierung eines Pseudo-Zufallsgenerators verwendet werden – für eine direkte

Verwendung in Monte-Carlo-Simulationen liefert das Betriebssystem Zufallszah-

len allerdings nur mit einer deutlich zu niedrigen Geschweindigkeit, so dass wir

hier auf Pseudo-Zufallsgeneratoren angewiesen sind.

7 Bei einer Abfrage der Systemzeit ist natürlich darauf zu achten, dass evtl. mehrere Abfragen
deutlich länger auseinander liegen als die Zeitauflösung der Uhr.
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5.2 Andere Verteilungen

Eine Methode, andere Verteilungen zu erzeugen, basiert auf folgender Überle-

gung: Eine Gleichverteilung P (x) auf [0, 1] ist charakterisiert durch

1∫

0

dxP (x) f(x) =

1∫

0

dx f(x) (5.4)

für jede beliebige Funktion f(x). Nun wenden wir eine Substitution y = y(x) auf

(5.4)
1∫

0

dxP (x) f(x)

y(1)∫

y(0)

dy
dx

dy
P (y) f(y) . (5.5)

Nun kann man

P̃ (y) =
dx

dy
P (y) (5.6)

als neue Verteilungsfunktion auffassen (vorausgesetzt, dass P̃ (y) ≥ 0 gilt; die

Normierung
∫

dy P̃ (y) = 1 erbt P̃ (y) von P (x)). Wir können also durch Sub-

stitution y = y(x) aus einer Gleichverteilung P (x) eine andere Verteilung P̃ (y)

erzeugen.

Ein wichtiges Beispiel für diese Konstruktion ist die Exponentialverteilung.

Hier erzeugt man aus einer in ]0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen x eine neue

mittels

y(x) = − ln x , (5.7)

wobei y ∈ [0,∞[ gilt. Die Umkehrfunktion von (5.7) ist x(y) = exp(−x). Die

neue Zufallsvariable y ist also nach (5.6) exponentiell verteilt, denn

P̃ (y) =

∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ = e−y . (5.8)

Der Betrag entsteht hier dadurch, dass wir die Integrationsgrenzen y(0) = ∞
und y(1) = 0 vertauscht haben. Diese Methode, aus einer gleichverteilten Zu-

fallsvariablen x mit Hilfe der Transformation (5.7) eine exponentiell verteilte

Zufallsvariable y zu erzeugen wird z.B. bei der Simulation von (radioaktiven)

Zerfallsereignissen verwendet.

Mit der einfachen Transformationsmethode (5.6) erhält man allerdings nur

solche Zufallsverteilungen P̃ (y), deren Umkehrfunktion existiert, die also insbe-

sondere monoton sind. Eine Erweiterung ist die Verallgemeinerung der Transfor-

mation auf höhere Dimensionen, d.h. mehrere Variable. Ein wichtiges Beispiel
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Abbildung 5.4: Illustration der Verwerfungs- (
”
Rejection“-) Methode

zur Erzeugung einer beliebigen Zufallsverteilung f(x).

ist die
”
Box-Muller“-Methode zur Erzeugung einer Gaußverteilung. Man beginnt

mit zwei Zufallsvariablen x1, x2, die beide in dem Intervall [0, 1] gleichverteilt

sind. Über die Transformation

y1 =
√

−2 ln x1 cos(2π x2) , y2 =
√

−2 ln x1 sin(2π x2) (5.9)

führt man dann zwei neue Zufallszahlen y1 und y2 ein. Eine kurze Überlegung

zeigt (siehe z.B. Kapitel 7.2 von [24]), dass y1 und y2 Gaußverteilt sind:

P (y1) = P (y2) = P (y) =
1√
2π

e−y2/2 . (5.10)

Wir wollen diese Aussage hier nicht weiter begründen, sondern in den Übungen

lediglich nachprüfen, dass mit (5.9) erzeugte Zufallszahlen tatsächlich der Gauß-

verteilung (5.10) genügen8.

Auch mit einer mehrdimensionalen Substitution bekommt man allerdings

nicht beliebige Verteilungen. Dieses Ziel erreicht man mit der Verwerfungs- (
”
Re-

jection“-) Methode, die in Abb. 5.4 skizziert ist. Hier erzeugt man zunächst eine

8 In [24] wird folgende
”
Verbesserung“ bei der Implementierung vorgeschlagen: Zur Ver-

meidung der trigonometrischen Funktionen ziehe man zwei Zufallszahlen v1, v2, so dass die
Punkte (v1, v2) uniform im Einheitskreis verteilt sind (d.h. man zieht v1 und v2 uniform in
[−1, 1] und behält nur die Paare, die 0 < v2

1 + v2
2 < 1 erfüllen). Hierbei ist der Aufwand zur

Erzeugungen zusätzlicher Zufallszahlen gegen die Berechnung von sin und cos abzuwägen. Auf
einem modernen Rechner und mit einem guten Zufallsgenerator wie z.B. random() in C kann
die

”
verbesserte“ Auswertung aus [24] tatsächlich geringfügig langsamer sein als die direkte

Auswertung von (5.9).
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Zufallszahl x0 und anschließend eine zweite Zufallszahl y. Die erste Zufallszahl

x0 wird nur dann akzeptiert, wenn y < f(x0) für die gewünschte Verteilung f(x)

gilt, andernfalls wird ein neues x0 gezogen. Die Rejection-Methode wird vorzugs-

weise mit einer Transformation kombiniert. Auf diese Weise kann man dann z.B.

die Gamma-, Poisson- und die Binomial-Verteilung erzeugen (siehe Kapitel 7.3

von [24]).

5.3 Monte-Carlo-Integration

Wir wollen nun eine erste Anwendung für unsere Zufallsgeneratoren kennen ler-

nen, nämlich die Berechnung von Integralen. Es mag auf den ersten Blick ein

wenig ungewohnt erscheinen, Integrale mit Zufallszahlen auszuwerten. Dennoch

handelt es sich bei Integration um eine der ältesten Anwendungen für Monte-

Carlo (MC) Verfahren (vgl. z.B. Kapitel 5 von [13] – die erste Fassung dieses

Buchs wurde 1964 publiziert). Komplementäre Erklärungen zu der folgenden Dis-

kussion findet man z.B. in den Kapiteln 7.6–7.8 von [24], Kapitel 11 von [10] bzw.

[11], Kapitel 3.2 von [21], Kapitel 8.1 von [18] bzw. [19], sowie Kapitel 6 von [30].

Zur Motivation betrachten wir die Näherung eines Integrals über die Rie-

mannsche Summe

I =

∫
dV f ≈

∑

~xi∈Gitter

f(~xi) ∆V =
V

N

N∑

i=1

f(~xi) = V 〈f〉 (5.11)

mit dem Erwartungswert

〈f〉 =
1

N

N∑

i=1

f(~xi) , (5.12)

wobei die Summe über die N Punkte ~xi des Gitters auszuführen ist.

Man kann nun die Identität zwischen linker und rechter Seite von (5.11) bei-

behalten, wobei man allerdings im Erwartungswert (5.12) die reguläre Wahl der

~xi durch eine zufällige ersetzt. Dies führt auf folgende einfache Variante der MC-

Integration: Das Integral wird geschätzt durch

I =

∫
dV f ≈ V 〈f〉 = V

1

N

N∑

i=1

f(~xi) , (5.13)

wobei die Punkte ~xi zufällig und gleichverteilt in V gewählt werden. Der Feh-

ler von (5.13) wird abgeschätzt durch (zur Begründung vergleiche das folgende
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Unterkapitel 5.3.1)

δI = V

√
〈f 2〉 − 〈f〉2

N
. (5.14)

Mit diesem Ergebnis können wir nun diskutieren, wann eine MC-Integration den

bekannteren Gitterverfahren überlegen ist.

Betrachten wir zunächst ein Gitter-Verfahren nter Ordnung in d Dimensionen.

Haben wir insgesamt N Stützstellen zur Verfügung, so erzwingt eine reguläre

Anordnung in d Dimensionen einen mittleren Abstand

∆x ∝ N− 1
d . (5.15)

Für den Fehler des Integrals I folgt nach Definition und mit der Überlegung

(5.15)

δI ∝ ∆xn+1 ∝ N−n+1
d . (5.16)

Andererseits gilt für den Fehler des einfachen Monte-Carlo-Verfahrens mit N

Stützstellen gemäß (5.14)

δI ∝ N− 1
2 . (5.17)

Man beachte, daß der Fehler in diesem Fall unabhängig von der Dimension d des

Integrationsgebiets ist.

Durch Vergleich von (5.16) und (5.17) findet man, dass der MC-Fehler schnel-

ler abfällt als der des Gitter-Verfahrens, wenn

1

2
>

n + 1

d
⇔ d > 2 (n + 1) (5.18)

ist. Die MC-Integration ist also vor allem in hohen Dimensionen effizienter. Im

Beispiel des Simpson-Verfahrens (siehe z.B. Kapitel 4.1 von [24]) ist die Ordnung

n = 4, so dass gemäß der Ungleichung (5.18) die MC-Integration für d > 10

besser ist.

Neben der asymptotischen Betrachtung gilt zu beachten, dass in hohen Di-

mensionen bei einem Gitterverfahren nur sehr wenige Gitterpunkte je Richtung

zur Verfügung stellen. Betrachten wir z.B. d = 10 und fordern, dass insgesamt

höchstens N ≤ 109 Stützstellen verwendet werden sollen, so sind maximal 7 Git-

terpunkte je Richtung realisierbar. Bei einem enstpechend großen ∆x ist man

normalerweise nicht im asymptotischen Bereich und das Gitterverfahren verhält

sich schlechter als aufgrund der asymptotischen Überlegung (5.16) zu erwarten
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wäre. Deswegen sind MC-Verfahren oft auch in niedrigeren Dimensionen überle-

gen als die Abschätzung (5.18) nahe legt.

Zusammenfassend ergeben sich als Anwendungsgebiete für die MC-Integration

zunächst hohe Dimensionen. Auch komplizierte Integrale in nicht besonders ho-

hen Dimensionen (z.B. d = 3) werden gerne mit MC-Verfahren ausgewertet, da

diese Verfahren z.B. unempfindlich gegenüber Singularitäten des Integranden sind

(vorausgesetzt natürlich, die Singularitäten sind nicht zu böse, d.h. insbesondere

integrierbar).

Es sei noch eine Bemerkung ergänzt, nämlich dass die MC-Integration für ein

konstantes f(~x) exakt ist. Formal folgt dies z.B. aus der für konstantes f gültigen

Identität 〈f 2〉 = 〈f〉2, die mit (5.14) auf δI = 0 führt. Diese Beobachtung kann

zur Fehlerreduktion verwendet werden. Kann z.B. eine Näherung an f analytisch

integriert werden, so kann ein verbleibender Korrekturterm mit einem deutlich

kleineren MC-Fehler berechnet werden. Eine andere Methode, mit Hilfe dieser

Beobachtung den Fehler zu reduzieren, werden wir in Unterkapitel 5.3.2 kennen

lernen.

5.3.1 Standardabweichung des Mittelwerts

Die Schätzung des Fehlers ist bei jedem MC-Verfahren wesentlich, und soll des-

wegen hier motiviert werden. Die Diskussion folgt Anhang 11B von [10] bzw.

[11].

Wir gehen aus von der Schätzung eines Mittelwerts

〈X〉 =
1

N

N∑

i=1

Xi (5.19)

mit Hilfe von N unkorrelierten Messungen Xi. Zur Schätzung des Fehlers ist es

allgemein hilfreich, N = m n in m Sätze zu je n Ereignisse aufzuteilen, wobei wir

für die folgende Diskussion n ≫ 1 annehmen. Xα,i bezeichne nun das Ereignis

1 ≤ i ≤ n in Satz 1 ≤ α ≤ m.

Führen wir den Mittelwert über Satz α ein

〈X〉α =
1

n

n∑

i=1

Xα,i , (5.20)

so gilt

〈X〉 =
1

m

m∑

α=1

〈X〉α =
1

m n

m∑

α=1

n∑

i=1

Xα,i . (5.21)
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Ferner können wir die Abweichungen der Mittelwerte und der Einzelmessungen

einführen

eα = 〈X〉α − 〈X〉 (5.22)

dα,i = Xα,i − 〈X〉 . (5.23)

Für diese gilt

eα
(5.20)
=

1

n

n∑

i=1

(Xα,i − 〈X〉) (5.23)
=

1

n

n∑

i=1

dα,i . (5.24)

Mit diesen Definitionen berechnen wir die Varianzen. Zunächst gilt für die Ein-

zelmessungen

σ2 =
1

m n

m∑

α=1

n∑

i=1

d2
α,i . (5.25)

Für die Varianz der Mittelwerte gilt hingegen

σ2
m =

1

m

m∑

α=1

e2
α

(5.24)
=

1

m

m∑

α=1

n∑

i=1

n∑

j=1

(
1

n
dα,i

) (
1

n
dα,j

)

=
1

m n2

m∑

α=1

n∑

i=1

d2
α,i +

1

m

m∑

α=1

∑

i6=j

(
1

n
dα,i

) (
1

n
dα,j

)
. (5.26)

In dem ersten Summanden erkennen wir bis auf einen Faktor n die Varianz der

Einzelmessungen (5.25) wieder. Der zweite Term verschwindet für große n mit

folgendem Argument: Die dα,i haben Mittelwert 0, ferner sind dα,i und dα,j für

i 6= j unkorreliert. Die einzelnen Summanden haben somit mit gleicher Wahr-

scheinlichkeit positives und negatives Vorzeichen, so dass die Summe für n → ∞
verschwindet (und zwar schneller als der erste Term in (5.26).

Aus diesen Überlegungen folgt

σ2
m

n ≫ 1
=

σ2

n
. (5.27)

Nun kann man die Varianz der Mittelwerte σ2
m als Schätzung der Abweichung

einer Mittelung über n Messungen vom exakten Ergebnis interpretieren. Damit

erhalten wir den für jede MC-Methode relevanten Schätzer für den Fehler

σm =
1√
n

σ =
1√
n

√
〈X2〉 − 〈X〉2 . (5.28)

Dieses Ergebnis gilt unter den Voraussetzung dass n ≫ 1 und dass die Einzel-

messungen Xi statistisch unabhängig (unkorreliert) sind.
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Man beachte, dass auf der rechten Seite von (5.28) keine explizite Abhängig-

keit von der Unterteilung in die m Sätze auftritt. Man kann daher zu m = 1

fortsetzen, d.h. n = N einsetzen. Dies ist die Standardvorgehensweise um den

Fehler eines Mittelwerts unkorrelierter Daten zu schätzen. Verwendet man (5.28)

mit n = N für das Integral (5.13), so erhält man (5.14).

Tatsächlich geht die Aussage etwas weiter. In dem Fall, dass die Meßwerte

unkorreliert und Gauß-verteilt sind (dies gilt z.B. nach dem zentralen Grenzwert-

satz nach Bildung hinreichend großer Sätze) gilt: Die Abweichung ist in ca. 68%

der Fälle kleiner als die Schätzung σ/
√

N für den Fehler, in etwa 95% der Fälle

ist sie kleiner als 2 σ/
√

N und nur in weniger als einem aus 104 Fällen sollte sie

größer als 4 σ/
√

N sein (die Zahlenwerte ergeben sich durch die entsprechenden

Integrale der Gauß-Verteilung).

5.3.2 Verbesserte Monte-Carlo-Integration

Wir haben gesehen, dass der Fehler einer MC-Integration einer Funktion f durch

die Varianz σ2(f) = 〈f 2〉 − 〈f〉2 kontrolliert wird. Jede Verbesserung einer MC-

Integration zielt daher auf eine Minimierung von σ2(f). Dies kann mit verschiede-

nen Strategien erzielt werden. Wir wollen hier kurz eine als
”
Stratified Sampling“

bekannte Strategie vorstellen (für weiterführende Bemerkungen vergleiche Kapi-

tel 7.8 von [24] und Kapitel 5 von [13]).

Man teilt zunächst das Integrationsvolumen V in zwei gleich große Teilvolu-

mina A und B auf. Die Mittelwerte sind

〈f〉 =
1

V

∫
f , 〈f〉A/B =

2

V

∫

A/B

f , (5.29)

und die Varianzen lauten

σ2(f) = 〈f 2〉 − 〈f〉2 , σ2
A/B(f) = 〈f 2〉A/B − 〈f〉2A/B . (5.30)

Durch Einsetzen und Umformen findet man

σ2(f) = 〈f 2〉 − 〈f〉2 =
1

2

(
〈f 2〉A + 〈f 2〉B

)
− 1

4
(〈f〉A + 〈f〉B)2

=
1

2

(
σ2

A(f) + σ2
B(f)

)
+

1

2
〈f〉2A +

1

2
〈f〉2B − 1

4
(〈f〉A + 〈f〉B)2

=
1

2

(
σ2

A(f) + σ2
B(f)

)
+

1

4
(〈f〉A − 〈f〉B)2 . (5.31)
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Die Varianz bei der Mittelung über das Gesamtvolumen V unterscheidet sich also

von der Summe der Varianzen über die Teilvolumina A und B lediglich durch

einen positiven Korrekturterm!

Man kann nun zur Berechnung des Integrals zwei Strategieen betrachten. Er-

stens kann man N zufällige ~x ∈ V zum Schätzen des Integrals wählen. Zweitens

kann man je N/2 zufällige ~x ∈ A und ~x ∈ B verwenden. Das Ergebnis (5.31)

zeigt, dass die Summe der Varianzen der zweiten Strategie nie größer ist als die

Varianz der ersten Methode.

Es lohnt sich also im Zweifelsfall, das Integrationsgebiet in Teilgebiete auf-

zuteilen. Qualitativ ist dies auch einsichtig: Nach der Aufteilung wird f im all-

gemeinen in den Teilgebieten A und B jeweils weniger stark variieren als im

Gesamtgebiet V , so dass man näher an dem idealen Fall eines konstanten f liegt,

für das die MC-Integration exakt wird.

Die Unterteilung in Teilvolumina kann weiter geführt werden, solange in jedem

Teilvolumen hinreichend viele Meßpunkte für eine sinnvolle Statistik verbleiben.

Ferner kann man die Zahl der Meßpunkte NU in einem Teilvolumen U abhängig

von U wählen. Man kann zeigen, dass die optimale Wahl

NU ∝ σU (f) (5.32)

ist. Dies bedeutet insbesondere, dass man mehr Meßpunkte in den Bereichen ver-

wendet, in denen sich f sich am stärksten ändert. In Bereichen stark variierenden

f wird der Fehler somit durch besonders viele Meßpunkte reduziert, in Bereichen

mit schwachen Variationen von f führt hingegen auch eine geringere Anzahl von

Meßpunkten zu einem hinreichend kleinen Fehler.
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6 Importance Sampling: Metropolis-Algorithmus

Im vorangegangenen Kapitel haben wir eine Anwendung für Monte-Carlo (MC)

Methoden kennengelernt, nämlich die numerische Integration. Im allgemeinen ist

es offensichtlich günstig bevorzugt Zufallspunkte ~xi in
”
wichtigen“ Gebieten zu

erzeugen. Bei der Integration einer Funktion f(~x) ist z.B. eine Wahl der Wahr-

scheinlichkeit p(~xi) ∝ f(~xi) wünschenswert. Solche Verfahren sind unter dem

Oberbegriff
”
Importance Sampling“ bekannt.

Wir wollen hier eine konkrete Variante von Importance Sampling vorstel-

len, die von Metropolis und Koautoren 1953 vorgeschlagen wurde [23] und da-

her als
”
Metropolis-Algorithmus“ bezeichnet wird. Wir wollen den Algorithmus

zunächst allgemein vorstellen und anschließend auf das Ising-Modell anwenden.

Für ergänzende Bemerkungen zu der folgenden allgemeinen Diskussion sei insbe-

sondere auf Kapitel 11.8 von [10], Kapitel 11.7 von [11], Kapitel 8.3 von [18] bzw.

[19], Kapitel 2.2.4 von [21], Kapitel 8.4 und 8.5 von [30] sowie Kapitel 9 von [13],

verwiesen.

Das Ziel ist recht allgemein die Berechnung von Erwartungswerten

〈f〉 =

∫
ddx p(~x) f(~x)∫

ddx p(~x)
(6.1)

für eine beliebige Funktion f und eine gegebene
”
Wahrscheinlichkeitsdichte“ p(~x) ≥

0, deren Normierung
∫

ddx p(~x) allerdings nicht bekannt sein muß.

Man bedient sich nun einer Hilfskonstruktion. Und zwar wird eine Folge von

Realisierungen ~xi über einen Zufallsweg

~xi → ~xi+1 → ~xi+2 → . . . (6.2)

konstruiert. Der Übergang wird dabei in jedem Schritt durch eine Übergangs-

wahrscheinlichkeit T (~xi → ~xj) zwischen ~xi und ~xj kontrolliert, die explizit vom

aktuellen Zustand ~xi abhängt, aber nicht von der Vorgeschichte. Ein Zufallsprozeß

mit den genannten Eigenschaften wird Markov-Prozeß genannt.

Wir bezeichnen nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafür, im iten Schritt

den Zustand ~xi anzutreffen mit P (~xi, i). Ein stationärer Zustand wird nun ange-

nommen, wenn diese Wahrscheinlichkeitsdichte unabhängig vom Schritt i wird,

d.h.

P (~x, i + 1) = P (~x, i) =: P (~x) . (6.3)
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Der Markov-Prozeß (6.2) sollte so konstruiert werden, dass ein solcher stationärer

Zustand eindeutig ist. Dann wird er typischerweise zumindest näherungsweise

nach einer hinreichend großen Anzahl von Schritten i ≫ 1 angenommen, d.h.

P (~x, i ≫ 1) ≈ P (~x).

Den Zusammenhang zu unserem ursprünglichen Problem, d.h. dem vorge-

gebenen p(~x) stellt nun eine Bedingung an die Übergangswahrscheinlichkeiten

T (~xi → ~xj) her, die als detailliertes Gleichgewicht bekannt ist

p(~xi) T (~xi → ~xj) = p(~xj) T (~xj → ~xi) . (6.4)

Für nicht allzu pathologische Wahlen9 von T (~xi → ~xj) stellt (6.4) sicher, dass

der stationäre Zustand der Markov-Kette die gesucht Verteilung p(~x) bis auf eine

Normierungskonstante C reproduziert

P (~x) = C p(~x) . (6.5)

Zur Begründung dieses Ergebnisses betrachten wir die Entwicklung P (~x, i) über

einem Schritt:

P (~x, i + 1) = P (~x, i) +
∑

~y 6=~x

(
T (~y → ~x) P (~y, i) − T (~x → ~y) P ( ~x, i)

)

= P (~x, i) +
∑

~y

(T (~y → ~x) P (~y, i) − T (~x → ~y) P (~x, i)) . (6.6)

Der erste Term bezeichnet hierbei den Gewinn von ~x durch den Übergang aus

einem anderen Zustand ~y nach ~x und der zweite Term den Verlust an der Stelle ~x

durch den Übergang in einen anderen Zustand ~y. Offensichtlich macht es keinen

Unterschied, ob der Fall ~x = ~y in der Summe mitgenommen oder weggelassen

wird.

Für den stationären Zustand (6.3) folgt

0 = P (~x, i + 1) − P (~x, i)
(6.6)
=

∑

~y

(T (~y → ~x) P (~y) − T (~x → ~y) P (~x))

=
∑

~y

P (~y) T (~x → ~y)

(
T (~y → ~x)

T (~x → ~y)
− P (~x)

P (~y)

)

(6.4)
=

∑

~y

P (~y) T (~x → ~y)

(
p(~x)

p(~y)
− P (~x)

P (~y)

)
. (6.7)

9 Ein triviale Lösung von (6.4) ist z.B. T (~xi → ~xj) = δ~xi,~xj
. Der Markov-Prozeß (6.2)

bleibt dann an einem einmal angenommenen Ort ~x stecken (d.h. ~xi = ~x für alle i) und enthält
offensichtlich keine Information über p(~x).
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Analog kann man ferner n Schritte im Markov-Prozeß betrachten. Für die Über-

gangswahrscheinlichkeit Tn(~xi → ~xi+n) gilt

Tn(~xi → ~xi+n) =
∑

~xi+1,...,~xi+n−1

T (~xi → ~xi+1) · · ·T (~xi+n−1 → ~xi+n) . (6.8)

Man überzeugt sich leicht, dass auch Tn das detaillierte Gleichgewicht (6.4) erfüllt,

wenn bereits T diese Bedingung erfüllt. Analog zu (6.7) folgt dann

0 = P (~x, i + n) − P (~x, i) =
∑

~y

P (~y) Tn(~x → ~y)

(
p(~x)

p(~y)
− P (~x)

P (~y)

)
. (6.9)

Sind die Übergangswahrscheinlichkeiten Tn(~x → ~y) hinreichend verschieden, so

kann man deren Koeffizienten in (6.9) vergleichen, womit

0 = P (~y)

(
p(~x)

p(~y)
− P (~x)

P (~y)

)
(6.10)

und schließlich (6.5) folgt. An dieser Stelle wird normalerweise Ergodizität des

Markov-Prozeßes gefordert, d.h. dass für alle Anfangs- bzw. Endzustände ~x bzw.

~y ein n existiert, so dass Tn(~x → ~y) 6= 0 ist. Ist der Markov-Prozeß nämlich nicht

ergodisch, d.h. existieren disjunkte Untermengen, so gelangt man offensichtlich je

nach Startbedingung ~x0 zu unterschiedlichen stationären Zuständen. Die gesuchte

Identität (6.5) gilt in einem solchen nicht-ergodischen Fall allenfalls lokal, aber

nicht global.

Die Metropolis-Wahl für die Übergangswahrscheinlichkeiten ist zunächst eine

Faktorisierung in eine Vorschlags- und eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit

T (~xi → ~xj) = π(~xi, ~xj) W (~xi → ~xj) . (6.11)

Hierbei wird die Vorschlagswahrscheinlichkeit symmetrisch π(~xi, ~xj) = π(~xj , ~xi)

und ohne Berücksichtigung der vorgegebenen Verteilungsfunktion p(~x) gewählt.

Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist bei der Metropolis-Wahl gemäß

W (~xi → ~xj) = min

(
1,

p(~xj)

p(~xi)

)
(6.12)

aus p(~x) zu bestimmen. Man überzeugt sich leicht, dass die Wahl (6.11) mit (6.12)

das detaillierte Gleichgewicht (6.4) erfüllt.

Der Markov-Prozeß wird nun über folgende Vorschrift für eine Metropolis-

Monte-Carlo-Simulation realisiert:
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1. Schlage im Schritt i ein neues ~xj = ~xi + δ~x vor, wobei zufällig eine (kleine)

Änderung δ~x gewählt wird.

2. Berechne w =
p(~xj)

p(~xi)
.

3. Ist w ≥ 1, so akzeptiere das vorgeschlagene ~xj , d.h. setze ~xi+1 = ~xj .

4. Ist w < 1, erzeuge eine Zufallszahl r, die in [0, 1] gleichverteilt ist.

(a) Im Fall r ≤ w akzeptiere ebenfalls das vorgeschlagene ~xj , d.h. setze

~xi+1 = ~xj .

(b) Für r > w ist der Vorschlag zu verwerfen, d.h. ~xi+1 = ~xi zu setzen.

Wir erinnern daran, dass die Änderungen δ~x im ersten Schritt so zu wählen sind,

dass der Algorithmus erstens ergodisch wird und zweitens symmetrisch, d.h. dass

für den Zustand ~xj die Änderung −δ~x mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt

wie eine Änderung δ~x im Zustand ~xi.

Im stationären Zustand gilt nun

〈f〉 ≈ 1

n

n∑

i=1

f(~xi) , (6.13)

d.h. das ursprüngliche Problem (6.1) wird gelöst, indem man bei hinreichend

späten Zeiten der Metroplolis-Simulation eine gewünschte Anzahl n von Mes-

sungen durchführt. An dieser Stelle gilt zu beachten, dass die Folge der ~xi per

Konstruktion korreliert ist. Der Fehler darf deswegen nicht einfach über (5.28)

geschätzt werden.

Eine wichtige Anwendung des Metropolis-Algorithmus ist die Thermodyna-

mik. Hier sind die Wahrscheinlichkeiten durch die Boltzmann-Gewichte von Kon-

figurationen C mit Energie E(C) gegeben

p(C) =
e−E(C)/(kB T )

Z
. (6.14)

Hierbei ist kB die Boltzmann-Konstante. Die Normierungskonstante in (6.14)

Z =
∑
C

e−E(C)/(kB T ) ist im allgemeinen unbekannt10.

10Tatsächlich hat Z in der statistischen Mechanik die Bedeutung der Zustandssumme. Allein
die Kenntnis von Z erlaubt bereits im wesentlichen die Ableitung der thermodynamischen
Eigenschaften des Systems.
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si Magnet Besetzung
+1 ↑ besetzt
−1 ↓ leer

Tabelle 6.1: Mögliche physikalische Interpretationen für Ising-Variable
si = ±1.

Wir wollen nun analog zu (6.1) Erwartungswerte einer (oder mehrer) Größen

A berechnen (eine spezielle meßbare Größe ist die Energie E)

〈A〉 =

∑
C

A(C) e−E(C)/(kB T )

∑
C

e−E(C)/(kB T )
. (6.15)

Im allgemeinen können die Summen nicht exakt ausgeführt werden. In einem sol-

chen Fall kann man Importance sampling, d.h. den oben eingeführten Metropolis-

Algorithmus verwenden. Analog zu (6.13) schätzen wir die Erwartungswerte (6.15)

über

〈A〉 ≈ 1

n

n∑

i=1

A(Ci) . (6.16)

6.1 Ising-Modell

Eine der bekanntesten Anwendungen des Metropolis-Algorithmus ist das Ising-

Modell. Entsprechende umfangreiche Literatur existiert zu diesem Thema (wir

verweisen unter anderem auf Kapitel 16 und 17 von [10], Kapitel 15 von [11],

Kapitel 8.4 von [18] bzw. [19], Kapitel 4.1 und 4.2 von [21], Kapitel 8 von [30]

sowie Kapitel 5.5 von [17]).

Das Ising-Modell wird mit Hilfe von N
”
Spin“-Variablen si definiert, die die

Werte si = ±1 annehmen können. Mögliche physikalische Interpretationen die-

ser beiden Werte im Rahmen eines uniaxialen Magneten oder Besetzungen von

Gitterplätzen, die höchstens einfach besetzt werden können, sind in Tab. 6.1 an-

gegeben.

Das ferromagnetische Ising-Modell ist auf einem Gitter über die Energie

E(s1, . . . , sN) = −J
∑

〈i,j〉

si sj (6.17)

definiert. Hierbei erstreckt sich die Summe über Paare benachbarter Gitterplätze

〈i, j〉. Ein parallel eingestelltes Paar von Spins (si, sj) = (↑, ↑) oder (↓, ↓) trägt
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zu der Summe in (6.17) einen Beitrag E = −J bei, ein antiparallel eingestelltes

Paar von Spins (si, sj) = (↑, ↓) oder (↓, ↑) ergibt hingegen einen Beitrag E =

+J . Somit favorisiert die Energie (6.17) für J > 0 parallele Einstellungen des

Spins; thermische Fluktuationen erzeugen für T > 0 allerdings auch Beiträge von

antiparallelen Spin-Einstellungen.

Das Problem ist nun, dass die Anzahl der Konfigurationen von N spins

s1, . . . , sN gleich 2N ist. Betrachten wir z.B. ein 16 × 16 Quadratgitter, d.h.

N = 256, so treten in der Summe (6.15) 2256 ≈ 1077 Terme auf, was offensicht-

lich nicht explizit durchführbar ist (bereits ein 8 × 8 Gitter, d.h. N = 64, führt

auf 264 > 1019 Summanden, was auch praktisch nicht durchführbar ist). Hinzu

kommt, dass vor allen bei niedrigen Temperaturen durch die Exponentialfunktion

in (6.15) stark unterdrückt sind.

Somit kommt Importance-Sampling in der Form des Metropolis-Algorithmus

zum Einsatz. Wir stellen hier die Einzel-Spin-Flip-Variante des Metropolis-Algo-

rithmus für das Ising-Modell vor:

1. Wähle einen Anfangszustand.

2. Wähle einen Spin j zufällig. Schlage vor, diesen zu
”
flippen“, d.h. sj → −sj

zu ersetzen (si mit i 6= j bleibt unverändert).

3. Berechne ∆E = Eneu − Ealt.

4. Ist ∆E ≤ 0, so behalte den geflippten Spin und fahre bei 7. fort.

5. Ist ∆E > 0, so berechne w = exp(−∆E/(kB T )).

6. Erzeuge eine Zufallszahl r, die in [0, 1] gleichverteilt ist.

(a) Im Fall r ≤ w akzeptiere den Spin-Flip.

(b) Für r > w ist der Spin-Flip zu verwerfen, d.h. man muß man zum

Ausgangzustand für sj zurückkehren.

7. Fahre bei 2. fort, solange bis hinreichend viele Konfigurationen erzeugt sind.

Zunächst stellen wir fest, dass die Schritte 3.–6. die Metropolis-Wahl (6.12) rea-

lisieren, die in diesem Fall

W (alt → neu) = min

(
1,

pneu

palt

)
= min

(
1, e−∆E/(kB T )

)
(6.18)
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Abbildung 6.1: Illustration der 4 Nachbarn eines Spins sj im Ising-
Modell auf dem Quadratgitter.

lautet.

Genaugenommen hat man ein wenig Freiheit. So kann man die Gitterplätze

statt der zufälligen Wahl im 2. Schritt auch geordnet durchgehen. Damit der Al-

gorithmus ergodisch wird ist in jedem Fall darauf zu achten, dass alle Gitterplätze

besucht werden.

Die Energie-Differenz ∆E im 3. Schritt sollte lokal berechnet werden. So hat

der geflippte Spin sj auf dem Quadratgitter nur 4 Nachbarn s1, . . . , s4 (siehe

Abb. 6.1). Bei dem Spin-Flip ändert sich nur die Wechselwirkung dieser vier

Spins mit sj, so dass sich mit (6.17) und salt
j = −sneu

j

∆E = −2 J (s1 + s2 + s3 + s4) sneu
j (6.19)

ergibt. Man kann noch eine weitere Optimierung durchführen: (s1 + s2 + s3 +

s4) sneu
j kann lediglich die 5 verschiedenen Werte −4, −2, 0, 2 und 4 annehmen.

Für diese 5 ganzzahligen Werte kann man leicht w = exp(−∆E/(kB T )) vorab

berechnen und tabellieren, so dass die teure Exponentialfunktion im 5. Schritt

entfällt.

Die gewünschten Messungen (6.16) kann man vor dem 7. Schritt durchführen.

Allerdings sollte man dies nicht zu oft tun, da ein einzelner Schritt nur wenig an

der Konfiguration ändert und Messungen meistens teuer sind. Typischerweise

sollte man einen
”
Sweep“ abwarten, d.h. N2 elementare MC-Schritte (bzw. im

Mittel einen Flip-Versuch je Spin).
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Abbildung 6.2: Momentane Zustände des Ising-Modells auf einem 256×
256 Quadratgitter in der ungeordneten Hochtemperatur-Phase T > Tc

(links) und der geordneten Tieftemperatur-Phase T < Tc (rechts).

Beispielsweise in einer solchen Simulation beobachtet man einen (magneti-

schen) Ordnungübergang bei eine kritischen Temperatur Tc. Für T > Tc liegt ein

(magnetisch) ungeordneter Zustand vor (vgl. Abb. 6.2 links), für T < Tc hinge-

gen ein (magnetisch) geordneter Zustand (vgl. Abb. 6.2 rechts). Zur quantitativen

Beschreibung dieser Physik führt man die Magnetisierung

M =
1

N

N∑

i=1

si (6.20)

ein. Aus Symmetrie-Gründen (gleichzeitige Inversion aller Spins, d.h. si → −si)

ist 〈M〉 = 0 für ein endliches System und alle Temperaturen. Man betrachtet

daher M2. Für diese Größe gilt

lim
N→∞

〈M2〉 = M2
0 > 0 für T < Tc . (6.21)

M0 hat die Bedeutung einer
”
spontanen Magnetisierung“, die ein sehr großes

System annimmt, wenn es nur auf kurzen Zeitskalen betrachtet wird. Die Spin-

Inversions-Symmetrie ist also im thermodynamischen Limes N → ∞ im geord-

neten Zustand (T < Tc) spontan gebrochen.

Auf folgende technische Details bei der Durchführung einer Simulation sei

noch hingewiesen:

• Man verwendet gewöhnlich periodische Randbedingungen, um Randeffekte

zu minimieren, die für endliche (insbesondere kleine) Systeme auftreten.
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Dann gilt auch Translationsinvarianz und somit für alle i und j

〈si〉 = 〈sj〉 = 〈M〉 . (6.22)

• Zu Beginn der Simulation benötigt man einige Zeit, um in den stationären

Zustand zu gelangen. Daher muß die Simulation
”
equilibriert“ werden, d.h.

man muß sie einige Zeit laufen lassen, damit sie den willkürlich gewählten

Anfangszustand vergißt. Erst nach dieser Equilibrations-Phase darf man

Messungen von Gleichgewichts-Eigenschaften des Ising-Modells durchführen.



86 6 Importance Sampling: Metropolis-Algorithmus



87

7 Quanten-Monte-Carlo

Zum Abschluß wollen wir noch einmal zur Quantenmechanik zurückkehren und

Monte-Carlo-Verfahren für die Einteilchen-Schrödingergleichung vorstellen. Die-

se illustrieren Prinzipien allgemeinerer Quanten-Monte-Carlo (QMC)-Verfahren.

Der Grundgedanke ist, das Quantensystem durch Einführung einer
”
imaginären

Zeit“ auf ein klassisches Problem abzubilden, das dann mit einem Monte-Carlo-

Verfahren simuliert werden kann. Die Diskussion in diesem Kapitel folgt den

Kapiteln 18.6 und 18.7 von [10] bzw. Kapiteln 16.8 und 16.9 von [11]. Weitere

nützliche Bemerkungen finden sich auch am Ende von Kapitel 8 von [18] bzw.

[19]; im Übrigen sei auf die Original-Arbeiten von Anderson [1] verwiesen.

Grundsätzlich gehen wir von der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung (4.46)

aus, mit der wir uns bereits im Unterkapitel 4.3 beschäftigt haben. Zunächst

führen wir eine imaginäre Zeit ein:

τ =
i t

~
. (7.1)

Setzen wir dies in (4.46) ein, so nimmt diese folgende Form an:

∂ Ψ (~x, τ)

∂τ
= −HΨ (~x, τ) =

~2

2 m
∆Ψ (~x, τ) − V (~x) Ψ (~x, τ) , (7.2)

wobei wir auf der rechten Seite ferner die Orstdarstellung von (4.67) für den

Hamilton-Operator eingesetzt haben.

Konzentrieren wir uns zunächst auf den ersten Term auf der rechten Seite von

(7.2), d.h. wir setzen V = 0 und finden

∂ Ψ (~x, τ)

∂τ
=

~2

2 m
∆Ψ (~x, τ) . (7.3)

Diese Gleichung kennen wir bereits aus Unterkapitel 4.1.3; es ist nichts anderes

als die Diffusionsgleichung (4.27)! Durch Vergleich von (7.3) mit (4.27) ergibt sich

die Diffusionskonstante zu

D =
~2

2 m
. (7.4)

Ignorieren wir hingegen den ersten Term auf der rechten Seite von (7.2) (for-

mal können wir z.B. ~ = 0 setzen), so erhalten wir folgende Differentialgleichung

erster Ordnung in τ
∂ Ψ (~x, τ)

∂τ
= −V (~x) Ψ (~x, τ) . (7.5)
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Für festes ~x erkennen wir auch hier etwas bekanntes wieder, nämlich je nach dem

Vorzeichen von V am Ort ~x einen Zerfalls- oder Wachstums-Prozeß.

Diese beiden Beobachtungen legen es nahe, (7.2) zu simulieren, indem wir

Zufallswege betrachten, bei denen Läufer nicht nur diffundieren, sondern auch

sterben bzw. sich vervielfältigen können. Eine erste wesentliche Beobachtung ist

in diesem Zusammenhang, dass wir nun die Wellenfunktion Ψ selbst (nicht |Ψ|2)
als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren. Die Wellenfunktion muß somit reell

und positiv sein, d.h. Ψ ≥ 0. Dies gilt nun aber nur für den Grundzustand, so

dass diese Art von QMC auf Grundzustands-Eigenschaften beschränkt ist.

Tatsächlich gilt nach (4.50) mit der imaginären Zeit (7.1)

Ψ(~x, τ → ∞) ≈ a0 e−E0 τ Ψ0(~x) (7.6)

und wir erhalten aus einer Simulation für große τ die Grundzustandswellenfunk-

tion Ψ0(~x).

7.1 Zufallsweg-Quanten-Monte-Carlo

Wir werden nun eine erste einfache Realisierung des skizzierten Algorithmus vor-

stellen, den wir als Zufallsweg-Quanten-Monte-Carlo bezeichnen. Im Prinzip be-

trachten wir N Läufer an verschiedenen Orten, die sowohl diffundieren als auch

aussterben bzw. sich duplizieren können. Die Anzahl der Läufer ni an einem
”
Ort“

~xi wird für große τ eine Näherung für die Grundzustandwellenfunktion ergeben.

Allerdings ergibt sich aus (7.6) das Problem, dass die Anzahl der Läufer N für

E0 > 0 im Verlauf der Simulation wächst, für E0 < 0 hingegen abnimmt. Eigent-

lich ist es wünschenswert, die Zahl der Läufer (annährend) konstant zu halten.

Dies kann erreicht werden, indem man ein Referenz-Potential Vref. einführt, d.h.

(7.2) ersetzt durch

∂ Ψ (~x, τ)

∂τ
=

~2

2 m
∆Ψ (~x, τ) − (V (~x) − Vref.) Ψ (~x, τ) . (7.7)

Von der Physik her sind (7.2) und (7.7) äquivalent. Gelingt es uns, Vref. = E0 zu

wählen, so ist unser Ziel erreicht und die Zahl der Läufer N wird während der Si-

mulation annährend konstant bleiben. Wir müssen also die Grundzustandsenergie

E0 schätzen.

Wir werden nun zeigen, wie wir die Grundzustandsenergie messen können.

Zunächst integrieren wir die Schrödingergleichung (7.7) über den d-dimensionalen
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Ortsraum
∫

ddx
∂ Ψ (~x, τ)

∂τ
=

∫
ddx

~2

2 m
∆Ψ (~x, τ) −

∫
ddxV (~x) Ψ (~x, τ)

+ Vref.

∫
ddx Ψ (~x, τ)

= −
∫

ddxV (~x) Ψ (~x, τ) + Vref.

∫
ddx Ψ (~x, τ) , (7.8)

wobei der erste Term wegfällt, da die räumlichen Ableitungen ∂Ψ (~x, τ)/∂xi im

Unendlichen verschwinden. Für τ → ∞ geht Ψ gegen die Grundzustandswel-

lenfunktion. Nach (7.6) wird die Imaginärzeitentwicklung dann Ψ(~x, τ → ∞) ≈
a0 e(Vref.−E0) τ Ψ0(~x). Eingesetzt in die linke Seite von (7.8) führt dies auf

(Vref.−E0)

∫
ddx Ψ (~x, τ) ≈ −

∫
ddxV (~x) Ψ (~x, τ)+Vref.

∫
ddx Ψ (~x, τ) . (7.9)

Die Terme proportional zu Vref. heben sich weg, wir können nach E0 auflösen und

finden

E0 = lim
τ→∞

∫
ddxV (~x) Ψ (~x, τ)∫

ddx Ψ (~x, τ)
≈
∑

ni V (~xi)∑
ni

= 〈V 〉 . (7.10)

Die rechte Seite ergibt sich durch die Identifikation der Wellenfunktion mit der

Anzahl ni der Läufer am Punkt ~xi.

Diese Bemerkungen werden in folgendem Zufallsweg-QMC-Algorithmus um-

gesetzt:

1. Setze insgesamt N0 Läufer an Anfangspositionen ~xi.

Die Positionen ~xi müssen nicht auf einem Gitter liegen.

2. Berechne das Referenz-Potential Vref. =
∑

i V (~xi) /N0.

3. Für alle Läufer i

(a) Wähle zufällig eine Einheitsrichtung ±~ej . Ersetze ~xi → ~xi ± ∆x~ej .

Aufgrund des aus Unterkapitel 4.1.3 bekannten Zusammenhangs zwi-

schen den Diskretisierungen und der Diffusionskonstanten D ist die

feste räumliche Schrittweite (∆x)2 = 2d D ∆τ zu wählen, wobei ∆τ

die Länge eines Zeitschritts ist.

In
”
natürlichen“ Einheiten ~ = m = 1 ist nach (7.4) D = 1/2, so dass

(∆x)2 = d ∆τ zu wählen ist.
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Abbildung 7.1: Illustration des Zufallsweg-Quanten-Monte-Carlo-
Algorithmus. Die Wege der Läufer sind durch Linien gekennzeichnet,
Entscheidungen über Absterben oder Vervielfältigung der Läufer durch
Punkte.

(b) Berechne ∆V = V (~xi) − Vref. und eine Zufallszahl r, die im Intervall

[0, 1] gleichverteilt ist.

i. Ist ∆V > 0 und r < ∆V ∆τ , entferne den Läufer.

ii. Ist ∆V < 0 und r < −∆V ∆τ , erzeuge einen weiteren Läufer am

Punkt ~xi.

iii. Ansonsten bleibt der Läufer einfach am Punkt ~xi.

4. Berechne 〈V 〉 nach (7.10) und die tatsächliche Anzahl der Läufer N . Adju-

stiere dann das Referenz-Potential zu

Vref. = 〈V 〉 − a

N0 ∆τ
(N − N0) . (7.11)

Hierbei ist a so zu wählen, dass die Zahl der Läufer N näherungsweise kon-

stant bleibt.

a = 0 ist eine mögliche Wahl. In diesem Fall kann aber die Zahl der Läufer

stärker fluktuieren und sich ggfs. auch bei einem anderen Wert als N0 ein-

pendeln.

5. Wiederhole Schritte 3 und 4 bis sich die Grundzustandsenergie 〈V 〉 auf

einen festen Wert mit lediglich zufälligen Schwankungen eingependelt hat.
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Abbildung 7.2: Ergebnis einer Zufallsweg-QMC-Simulation für den ein-
dimensionalen harmonischen Oszillator mit ~ = m = ω = 1. Die Para-
meter der Simulation waren ∆x = 0.1, N0 = 300, a = 1. Von der Simu-
lation wurden die ersten 200 Schritte ignoriert und anschließend über 700
Schritte Daten gesammelt. Fehlerbalken wurden aus den Ergebnissen von
100 unabhängigen Simulationen geschätzt. Das Ergebnis für die Grundzu-
standsenergie war in dieser Simulation E0 = 0.5034 ± 0.0015.

Mittele anschließend 〈V 〉 über hinreichend viele Monte-Carlo-Schritte zur

Bestimmung der Grundzustandsenergie. Schätze die Grundzustandswellen-

funktion Ψ0(~x) mit Hilfe einer analogen Mittelung für die Dichte der Läufer

am Ort ~x.

Dieser Algorithmus wird in Abb. 7.1 veranschaulicht. Linien zeigen die Diffusions-

bewegung der Läufer (Schritt 3(a)), Punkte den Zerfalls- bzw. Wachstumsprozeß

der Läufer (Schritt 3(b)). Die Wege der Läufer sind voneinander unabhängig (ab-

gesehen vom Kopieren eines neuen Läufers sowie einer Rückkopplung über Vref.).

Abb. 7.2 zeigt das Ergebnis einer solchen Zufallsweg-QMC-Simulation für

den eindimensionalen harmonischen Oszillator, wobei
”
natürliche“ Einheiten ~ =

m = ω = 1 verwendet wurden. Die Simulation wurde n = 100 mal wiederholt.

Fehler dürfen dann mit Hilfe von (5.28) geschätzt werden, wobei die Statistik

über die Mittelwerte der n = 100 einzelnen Simulationen auszuwerten ist. Die

Ergebnisse sind konsistent mit bekannten Eigenschaften des harmonischen Oszil-

lators: Für die Grundzustandswellenfunktion findet man eine Gauß-Kurve und
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die geschätzte Grundzustandsenergie E0 = 0.5034± 0.0015 liegt in der Nähe des

exakten Ergebnisses E0 = 1/2.

7.2 Diffusions-Quanten-Monte-Carlo

Im Zufallsweg-QMC haben wir sowohl die Diffusion als auch den Zerfallsprozeß

recht grob genähert. Die Ergebnisse sind somit nur für hinreichend kleine ∆x

und damit auch kleine ∆τ genau. Tatsächlich zeichnen sich in Abb. 7.2 bereits

systematische Abweichungen ab.

Ein Verbesserung dieser Näherungen führt auf den Diffusions-Quanten-Monte-

Carlo-Algorithmus. Wir gehen von der Näherung (4.69) für den Zeitentwicklungs-

operator aus. Angewandt auf (7.7) führt dies auf

Ũ(∆τ) = e−H0 ∆τ e−(V −Vref.) ∆τ . (7.12)

Tatsächlich ist es günstig, anstelle dieses Ausdrucks einen symmetrisierten zu

verwenden, nämlich

Û(∆τ) = e−
V −Vref.

2
∆τ e−H0 ∆τ e−

V −Vref.
2

∆τ . (7.13)

e−H0 ∆τ ist der Zeitentwicklungsoperator über einen Zeitschritt ∆τ für die Dif-

fusionsionsgleichung. Deren Lösung kennen wir aus Unterkapitel 4.1.3 zumindest

für eine Dimension. Die hier benötigte Verallgemeinerung von (4.33) auf d Di-

mensionen lautet

Ψ(~x, τ + ∆τ |Diffusion) =
1

(4 π D ∆τ)d/2

∫
ddx0 e−

(~x−~x0)2

4 D ∆τ Ψ(~x0, τ) . (7.14)

Der Diffusionsprozeß kann somit verbessert simuliert werden, indem man einen

Läufer am Punkt ~x0 jeweils um ein zufälliges ∆~x = ~x − ~x0 versetzt, das Gauß-

verteilt ist mit Mittelwert ~0 und Varianz 2 D ∆τ .

Die verbleibenden Faktoren in (7.13) implementiert man, indem man den

Diffusionsschritt von ~x0 nach ~x mit

w(~x0 → ~x, ∆τ) = exp

(
−
(

V (~x) + V (~x0)

2
− Vref.

)
∆τ

)
(7.15)

gewichtet.

Die Umsetzung dieser Vorschriften erfolgt mit folgendem Diffusions-QMC-

Algorithmus, den wir bewußt ähnlich zur Zufallsweg-QMC formulieren:
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1. Setze insgesamt N0 Läufer an Anfangspositionen ~xi.

Es gibt kein Gitter, also sind die Positionen ~xi kontinuierlich. Es ist günstig,

die Läufer dort zu positionieren, wo die Wellenfunktion groß ist.

2. Berechne das Referenz-Potential Vref. =
∑

i V (~xi) /N0.

3. Für alle Läufer i

(a) Diffusionsschritt: Wähle zufällig einen Vektor ~ξ, so dass dieser in alle

Richtungen gleichverteilt ist und Varianz 2 D besitzt. Setze den Läufer

i an die neue Position ~x′
i = ~xi +

√
∆τ ~ξ.

In
”
natürlichen“ Einheiten ~ = m = 1 ist nach (7.4) D = 1/2, so dass

sich eine Varianz 1 für ~ξ ergibt. Dies kann erreicht werden, indem die

Komponenten ξj von ~ξ zufällig so erzeugt werden, dass sie jeweils den

Mittelwert 0 und Varianz 1 besitzen.

(b) Zerfalls- bzw. Wachstumsprozeß: Wir müssen die Konfiguration nach

(7.15) mit einem Faktor w(~xi → ~x′
i, ∆τ) gewichten. Dazu gehen wir

wie folgt vor: Wir erzeugen zunächst eine Zufallszahl r, die im Intervall

[0, 1] gleichverteilt ist. Damit berechnen wir

ni =

[
exp

(
−
(

V (~x′
i) + V (~xi)

2
− Vref.

)
∆τ

)
+ r

]
, (7.16)

wobei [z] der ganzzahlig Anteil von z ist. Wir erzeugen schließlich

insgesamt ni Exemplare des Läufers am Punkt ~x′
i.

Mit Hilfe der Zufallszahl r und dem ganzzahligen Anteil erhalten wir

ganze Zahlen ni, die im Mittel (7.15) ergeben. Da ni = 0 auch möglich

ist, ergibt sich die Entfernung des Läufers an der Stelle ~x′
i, ohne dass

wir diesen Fall gesondert betrachten müssen.

4. Berechne 〈V 〉 nach (7.10) und die tatsächliche Anzahl der Läufer N . Adju-

stiere dann das Referenz-Potential gemäß (7.11). Hierbei ist a wieder so zu

wählen, dass die Zahl der Läufer N näherungsweise konstant bleibt.

5. Wiederhole Schritte 3 und 4 bis sich die Grundzustandsenergie 〈V 〉 auf einen

festen Wert mit lediglich zufälligen Schwankungen eingependelt hat. Mitte-

le anschließend 〈V 〉 über hinreichend viele Monte-Carlo-Schritte. Erzeuge

ein Histogramm der Läufer an den Orten ~xi zur Schätzung der Grundzu-

standswellenfunktion.
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Die bisher vorgestellten Algorithmen können leider ineffizient werden. Wenn

das Potential groß und negativ wird (wie z.B. beim Coulomb-Potential), kann

die Anzahl der Kopien eines Läufers nämlich sehr groß werden. Die Effizienz der

Algorithmen kann durch Importance-Sampling verbessert werden. Der Grundge-

danke ist die Verwendung einer Testwellenfunktion ΨT , mit deren Hilfe die Läufer

in die wichtigen Gebiete geführt werden. Um dies zu konkretisieren, betrachten

wir die Funktion

f(~x, τ) = Ψ(~x, τ) ΨT (~x) . (7.17)

Durch Einsetzen von (7.7) kann man zeigen, dass die Funktion f der partiellen

Differentialgleichung

∂ f (~x, τ)

∂τ
= D ∆f (~x, τ)−D ~∇·

(
f (~x, τ) ~F (~x)

)
−(EL (~x) − Vref.) f (~x, τ) (7.18)

genügt, wobei die treibende Kraft

~F (~x) =
2

ΨT (~x)
~∇ΨT (~x) (7.19)

sowie die lokale Energie

EL(~x) = V (~x) − D

ΨT (~x)
∆ΨT (~x) (7.20)

auftreten. Die lokale Energie EL(~x) übernimmt nun die Rolle des Potentials V (~x).

Die treibende Kraft (7.19) führt zu einen Drift-Term im Zufallsweg, d.h. sie

kann in (7.14) mit der Ersetzung

e−
(~x−~x0)2

4 D ∆τ → e−
(~x−~x0−D ∆τ ~F (~x0))2

4 D ∆τ (7.21)

berücksichtigt werden. Leider zerstört diese Ersetzung die Symmetrie zwischen

~x und ~x0. Diese kann wiederhergestellt werden, wenn wir die neue Position ~x

nur nach einem Metropolis-Schritt akzeptieren. Wir führen also eine Akzeptanz-

Wahrscheinlichkeit

W (~x0 → ~x) = min (1, p(~x0, ~x)) mit p(~x0, ~x) =
|ΨT (~x)|2 e−

(~x0−~x−D ∆τ ~F (~x))2

4 D ∆τ

|ΨT (~x0)|2 e−
(~x−~x0−D ∆τ ~F (~x0))2

4 D ∆τ

(7.22)

ein.

Der Diffusions-QMC-Algorithmus ändert sich damit wie folgt:
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1. Wähle eine Testwellenfunktion ΨT (~x).

2. Setze insgesamt N0 Läufer an Anfangspositionen ~xi.

3. Berechne das Referenz-Potential Vref. =
∑

i EL (~xi) /N0.

4. Für alle Läufer i

(a) Wähle zufällig einen Vektor ~ξ, so dass dieser in alle Richtungen gleich-

verteilt ist und Varianz 2 D besitzt. Schlage eine neue Position ~x′
i =

~xi + D ∆τ ~F (~x) +
√

∆τ ~ξ vor. Berechne w = p(~xi, ~x
′
i) nach (7.22).

i. Ist w ≥ 1, so akzeptiere die neue Position ~x′
i und fahre bei (b)

fort.

ii. Ist w < 1, so erzeuge eine Zufallszahl R, die in [0, 1] gleichverteilt

ist. Im Fall R ≤ w akzeptiere die neue Position ~x′
i. Für R > w

ist der Schritt zu verwerfen, d.h. der Läufer muß zur Position ~xi

zurückkehren.

(b) Erzeuge eine Zufallszahl r, die im Intervall [0, 1] gleichverteilt ist. Be-

rechne

ni =

[
exp

(
−
(

EL(~x′
i) + EL(~xi)

2
− Vref.

)
ζ ∆τ

)
+ r

]
, (7.23)

wobei ζ die mittlere Akzeptanzrate aus Schritt (a) ist (der effekti-

ve Zeitschritt ζ ∆τ ergibt sich dadurch, dass im Diffusionsschritt (a)

einige Schritte verworfen werden). Erzeuge schließlich insgesamt ni

Exemplare des Läufers am Punkt ~x′
i.

5. Berechne die tatsächliche Anzahl der Läufer N und 〈V 〉 =
∑

i EL (~xi) /N .

Adjustiere dann das Referenz-Potential nach (7.11) mit geeignetem a.

6. Wiederhole Schritte 4 und 5 bis sich die Grundzustandsenergie 〈V 〉 auf einen

festen Wert mit lediglich zufälligen Schwankungen eingependelt hat. Mittele

anschließend 〈V 〉 über hinreichend viele Monte-Carlo-Schritte. Erzeuge ein

Histogramm der Läufer an den Orten ~xi zur Schätzung von Ψ0(~xi) ΨT (~xi),

wobei Ψ0 die Grundzustandswellenfunktion ist.
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8 Nachbemerkungen

Dieses Skript sollte nicht losgelöst von den zugehörigen Übungen betrachtet wer-

den. So werden teilweise hier Probleme vorbereitet, die dann in den Übungen

gelöst wurden. Daher danke ich besonders Sebastian Fuchs und Jürgen Lam-

pe für die Betreuung der Übungen. Ein Dank geht auch an alle Teilnehmer der

Vorlesung und Übungen, die geduldig bis zum Ende durchgehalten haben, und

vor allem diejenigen, die durch Fragen und Vorschläge zu Verbesserungen dieses

Skripts beigetragen haben.

Die Literatur habe ich unter anderem unter dem Gesichtspunkt ihrer Verfügbar-

keit an der Universität Göttingen zum aktuellen Zeitpunkt ausgewählt. Dies mag

sich insbesondere bei den Online-Ressourcen in Zukunft ändern. Im Nachhinein

habe ich gemerkt, dass auch das Buch [7] ganz gut zum Inhalt der Vorlesung

paßt. Ich habe jedoch darauf verzichtet, im Verlauf des Skripts entsprechende

Referenzen zu ergänzen.

Göttingen, 16. Juli 2007

Andreas Honecker

http://www.theorie.physik.uni-goettingen.de/~honecker/wr07
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