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1 Einfiihrung

Ziel dieser Arbeit ist es, die Thermodynamik eines Spin-Modells, H = —J > ; S‘; . gj,
am Beispiel der XX-Spinkette zu verstehen. Dazu gliedert sich diese Ausarbei-
tung in mehrere, zum Teil voneinander unabhéngige Einzelthemen. Zunéchst soll
der Antiferromagnetismus in einem Festkorper motiviert werden. Dazu betrachtet
man einen Festkorper als Vielteilchensystem, bestehend aus Elektronen und Gitter-
ionen. Fiir dieses Vielteilchensystem lésst sich ein Hamilton-Operator aufstellen:
H = H.+ H; + H,;. Dieser setzt sich aus verschiedenen Teiloperatoren zusammen.
Dabei beschreibt H, die Wechselwirkungen der Elektronen untereinander, H; die der
Gitterionen untereinander und H,.; die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen
und den Gitterionen. Dabei ergibt sich aus dem Teiloperator H,; ein Gitterpoten-
tial, das aber hier nicht weiter behandelt werden soll. Da hier der Magnetismus
im Festkorper betrachtet werden soll, sind nur die Wechselwirkungen der Elek-
tronen untereinander relevant. Der Hamilton-Operator fiir die Elektron-Elektron-
Wechselwirkungen setzt sich aus zwei Teilen zusammen, der kinetischen Energie der
Elektronen und der Coulomb-AbstofSlung der Elektronen untereinander. Es gilt nach
[7]:

N —
< P? 1 e?
H, = t .
; 2m; * 8men ; |7 — 1|

Um aus dieser Beschreibung heraus den Antiferromagnetismus im Festkorper zu
motivieren, wird hier das Hubbard-Modell eingefiihrt. Dies ermoglicht es, Aussagen
iitber den Magnetismus im Festkorper zu machen, obwohl ausschlieflich Coulomb-
Wechselwirkungen betrachtet werden. Beschrinkt man sich im Hubbard-Modell auf
die Niedrig-Energie-Freiheitsgrade, so vereinfacht sich das Hubbard-Modell zum
Heisenberg-Modell. Das Heisenberg-Modell beschreibt nicht mehr die Elektronen
im Festkorper, sondern nur noch deren magnetische Momente, es ist ein reines Spin-
Modell. Danach wird der XX-Spezialfall des Heisenberg-Modells behandelt. Auf die-
sen Spezialfall wird die Jordan-Wigner-Transformation angewendet. Diese ist eine
Abbildung von Spins auf spinlose Fermionen, in diesem Fall sogar freie Fermio-
nen. Durch die Abbildung der Spins auf freie, spinlose Fermionen wird die weitere
Behandlung des XX-Modells stark erleichtert, so dass es relativ einfach ist, die Ther-
modynamik dieses Systems nun analytisch zu beschreiben.
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2 Das Hubbard-Modell

Im Hubbard-Modell werden einige wichtige Ndherungen zur Vereinfachung der Be-
schreibung eines Festkorpers gemacht. Zunéchst werden nur noch sogenannte on-
site-Coulomb-Wechselwirkungen zugelassen. Dies bedeutet, dass nur noch jeweils
ein Gitterplatz mit den Coulomb-Wechselwirkungen zwischen den Elektronen an
diesem Platz betrachtet wird. Die Coulomb-Kréfte werden also in ihrer Reichweite
eingeschréinkt, so dass sie nur zwischen Elektronen am selben Platz wirken.

Die kinetische Energie aus dem Elektronen-Hamilton-Operator (H,.) wird jetzt
durch Hiipfen von Elektronen zwischen benachbarten Gitterplédtzen dargestellt. Zuséatz-
lich wird nur noch der Zustand der halben Fiillung (d.h. nur ein Elektron pro Git-
terplatz) angenommen. Auflerdem wird der Formalismus der 2. Quantisierung (siehe
Anhang) verwendet, um die Behandlung des Vielteilchensystems zu vereinfachen.

Fiir den Hamilton-Operator ergibt sich damit nach [7] folgende Form:

H= —tZ(C;an + h.c.) + UanTnjL mit o=7| und n; = c}cﬂ .
1,J,0 J

Dabei stellt der erste Summand die kinetische Energie der Elektronen (durch soge-
nannte Hiipfterme) dar. Hiipfterm bedeutet, dass am Platz i ein Elektron vernichtet
und gleichzeitig am Platz j erzeugt wird.

Abbildung 1: Beispiel fiir die Wirkung des Hiipftermes im Hubbard-Modell (Ver-
nichten an Platz i, Erzeugen an Platz j)

Die Coulomb-Wechselwirkungen im zweiten Summand werden jetzt durch Be-
setzungsoperatoren dargestellt. Der Besetzungsoperator n;; misst zum Beispiel, ob
der Platz j mit einem Elektron mit dem Spin T besetzt ist oder nicht. Ist der Platz
mit einem passenden Elektron besetzt, so liefert der Operator den Erwartungswert
1 (da erst das Elektron vernichtet, dann wieder erzeugt wird). Ist kein passendes
Elektron vorhanden, so liefert der Vernichtungsoperator eine Null, somit hat auch
der Besetzungsoperator den Erwartungswert 0. Fiir den gesamten Term gilt:



Zusténde an Platz j | (n;1) | (nj)) | (Unjing)
0 0 0
T 1 0 0
! 0 1 0
Tl 1 1 U

Im Folgenden soll nur noch ein eindimensionales Gitter betrachtet werden. Um die
Wirkungsweise des Modells zu verstehen, reicht es zur Vereinfachung ein 2-Platz-
Modell zu betrachten. Dann ergibt sich fiir den Hamilton-Operator

H = —tZ(cIchg + h.c.) + U(nyynyy + noyngy) -

[

Jetzt wird der atomare Limes dieses Hamilton-Operators (¢ = 0) betrachtet.
Dies bedeutet, dass die Elektronen fest an die Gitterionen gebunden sind und ein
Hiipfen zunéchst unmoglich ist. Nun wird um den Zustand ¢ = 0 die Storungstheorie
angewendet, d.h. U >> t. Dabei wird das Hiipfen als Storung des Grundzustandes
aufgefasst. Der Hamilton-Operator ergibt sich so zu einem ungestorten Teil

H(O) = U(annu + TLQTnQL) s

und einem Storterm

H = —tZ(cIchg + h.c.) .

Aus der Storungstheorie zweiter Ordnung ergibt sich nun fiir die Energiekorrektur
des Grundzustandes

E(Q) Z| m|Hl|” |2 _

Geht man vom Grundzustand |n) aus, in dem die beiden Plétze mit Elektronen
mit unterschiedlichen Spins besetzt sind, so hat der Hiipfprozess zur Folge, dass im
Zustand |m) einer der beiden Plidtze mit zwei Elektronen besetzt und der andere
leer ist (vgl. Abb. 2). Fiir die Energien dieser beiden Zusténde gilt

EO = (n|HOn) =0 und EY =(m|HOm)=U".

Fiir den Storterm ergibt sich (m|H’|n) = —t. Analog dazu funktioniert auch das
Zuriickhiipfen vom Zustand |m) in den Zustand |n). Dabei gibt es im Prinzip zwei
gleichwahrscheinliche Moglichkeiten: Zum Einen kann das gleiche Elektron wieder
an seinen alten Platz zuriickehren, zum Anderen kann das Elektron mit dem ent-
gegengesetzten Spin den Platz wechseln. Dies entspricht dann einer Spindrehung.
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In) ; EY) =0 _T_ _l_

. m|”/|n =—1 |
b

im) ; By =U —1+ (m|HY|m) =U
| v B N B
v (n|H'|m) = —t

n) ; E =0 % +

Abbildung 2: Beispiel fiir die Wirkung des Hiipftermes im Hubbard-Modell (Ver-
nichten an Platz i, Erzeugen an Platz j)

Nach der Storungstheorie zweiter Ordnung gilt nun fiir die Energiekorrektur des
ungestorten Zustandes

| m|H’|n )W 2t
=—-——<0.
L mom U

Sind benachbarte Gitterplatze mit Elektronen mit entgegengesetzten Spins be-
setzt, so liasst das Pauli-Prinzip ein Hiipfen der Elektronen zu. Dabei kommt es zu
einer Energieabsenkung.

Geht man jedoch von einem Grundzustand aus, in dem die Elektronen auf be-
nachbarten Pldtzen parallele Spins haben (ferromagnetischer Zustand), so gestattet
das Pauli-Prinzip keinen Ortswechsel der Elektronen. Eine Energieabsenkung durch
einen Hiipfprozess ist damit also nicht moglich. Aus diesem Grund ist daher auf
lokaler Ebene der antiferromagnetische Zustand energetisch giinstiger als der ferro-
magnetische Zustand.

Das Hubbardmodell ermdglicht also die Beschreibung von Elektronenbewegun-
gen und Spinflips. Betrachtet man ausschliellich die Niedrigenergie-Anregungen des
Hubbard-Modells, so gelangt man zum Heisenberg-Modell.

3 Das Heisenberg-Modell

Im Heisenberg-Modell werden nur die Niedrigenergie-Anregungen des Hubbard-
Modells betrachtet. Da die Elektronen-Fluktuationen auf sehr kurzen Zeitskalen ge-
schehen, werden dabei sehr hohe Energien zur Anregung benétigt. Im Gegensatz da-
zu sind fiir das Drehen bzw. Austauschen von Spins deutlich kleinere Energien nétig.
Aus diesem Grund werden im Heisenberg-Modell nur die Spin-Freiheitsgrade der
Elektronen beriicksichtigt. Natiirlich gilt weiterhin der Zustand der halben Fiillung



(vgl. Hubbard-Modell). Statt Erzeuger- und Vernichter-Operatoren werden jetzt die
aus der Quantenmechanik bekannten Spin-Operatoren (oft durch Pauli-Matrizen
dargestellt) zur Beschreibung des Systems eingesetzt. Fiir den Hamilton-Operator
einer eindimensionalen Spinkette ergibt dies nach [2]

H==J) 8 Sis1=—J ) 57571+ 8]S]1 + 5755, -
j j

Zur Vereinfachung ist es sinnvoll, die Spinkomponenten durch Spin-Up- und Spin-
Down-Operatoren darzustellen, es gilt

S;r:Sf%—iS;-/ und S;:S]”-”—iSé-’.

Diese Operatoren bewirken bei Spini-Teilchen entweder Spinflips (S*|—) = |+)
bzw. ST|4+) = |-)), oder sie erzeugen eine 0. Fiir den Hamilton-Operator ergibt
sich damit

1
H = —JZ (5 (S} S;iy + hee) + S;S;H) ‘
J

Die Konstante J ist dabei die Kopplungskonstante, die den Austausch von Spins
beschreibt. Oft wird sie in einer Richtung (hier: z-Richtung) als verschieden von den
anderen Richtungen angenommen. Damit ergibt sich fiir den Hamilton-Operator

1 _ z Qz
H=—2J1) (885 +he)=Jy Y S8 .
j

J

Der so entstandene Hamilton-Operator spaltet sich also in zwei Teile auf, die in
verschiedenen Modellen behandelt werden. Das Ising-Modell behandelt den Sonder-
fall fiir J, = 0. Fiir J = 0 ergibt sich das XX-Modell oder die XX-Spinkette. Der
XX-Anteil des Hamilton-Operators, Hyx, vermittelt den Austausch (Umdrehen)
von Spins.

Der Ising-Teil des Hamilton-Operators, H., misst die relative Einstellung be-
nachbarter Spins zueinander. Sind benachbarte Spins (an den Plitzen j und j + 1)
entgegengesetzt ausgerichtet, so gilt fiir die Pliatze 7 und 7 + 1 z.B.

z 1 z 1 zZ Qz
<Sj> = 5 und <S] 1) == —5 == <SJS] 1> = ——
Fiir den Ising-Term gilt dann

J
—JH<S;S;+1> = Z” <0 mit J|| <0.
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Dies bedeutet, dass fiir J; < 0 der Antiferromagnetismus lokal bevorzugt ist (vgl.
Hubbard-Modell). Es ist also moglich, die fiir den Magnetismus relevanten Eigen-
schaften ausschliellich {iber Spin-Operatoren dargestellt zu betrachten. Um jedoch
thermodynamische Gréflen zu berechnen, ist es besser, wenn man das Problem auf
bekannte Vielteilchen-Systeme zuriickfithren kann. Daher ist es giinstig bekannte
Verteilunsfunktionen (entweder fiir Bosonen oder fiir Fermionen) auf dieses Modell
anwenden zu koénnen. Hier gibt es allerdings grofie Schwierigkeiten mit den Spin-
Operatoren. Spin-Operatoren geniigen werde einer Bosonen- noch einer Fermionen-
Statistik. Sie erfiillen den Kommutator [S;, S;] = 2565, aber auch den Antikom-
mutator {S;, 5"} = d;;. Um jedoch bekannte Verteilungsfunktionen anwenden zu
kénnen, muss man die Operatoren so abbilden, dass fiir die transformierten Ope-
ratoren eine echte Bose- oder Fermi-Statistik gilt. Eine Moglichkeit ist die Jordan-
Wigner-Transformation.

4 Die Jordan-Wigner-Transformation

Die Jordan-Wigner-Transformation bildet die Spins im Heisenberg-Modell auf Fer-
mionen ab. Da die Spins im Heisenberg-Modell auf einen Freiheitsgrad (die Ausrich-
tung) eingeschriankt sind, diirfen die Fermionen nach der Jordan-Wigner-Transforma-
tion ebenfalls nur einen Freiheitsgrad haben. Daher bildet die Jordan-Wigner-Trans-
formation Spins auf spinlose Fermionen ab. Fiir die Transformation gilt:

Spin-Darstellung Fermionen-Darstellung
Sy e ic;
S ]+ et c;
S% c;cj —s=n;—3
Weder Bosonen noch Fermionen spinlose Fermionen

Dabei werden aus den S*-Operatoren im Ising-Teil des Heisenberg-Modells Be-
setzungs-Operatoren (mit additiver Konstante zur Erhaltung des Erwartungswer-
tes), die messen, ob ein Platz mit einem Fermion besetzt ist, oder nicht. Die Spin-Up-
Zustdnde im Heisenberg-Modell entsprechen mit Fermionen besetzten Platzen, die
Spin-Down-Zusténde entsprechen leeren Pléatzen. Da das Pauli-Prinzip gilt, konnen
nicht zwei Fermionen am selben Platz sein (spinlose Fermionen). Im Heisenberg-
Modell gibt es nur entweder Spin-Up- oder Spin-Down-Zustande.

Ziel der Transformation ist es, Spins auf freie, spinlose Fermionen abzu-
bilden, um die thermodynamischen Eigenschaften von Festkorpern beschreiben zu



konnen. Dabei muss erreicht werden, dass die transformierten Operatoren alle Ver-
tauschungseigenschaften von Fermionen erfiillen. Um dies zu erreichen, fithrt man
einen sogenannten Phasenfaktor ein. Der Phasenfaktor zahlt, wie viele Pliatze in der

Kette vor der Stelle 7 mit einem Fermion besetzt sind.

| ‘21 3 4 - -1 ‘_]_
Abbildung 3: Wirkungsweise des Phasenfaktors der Jordan-Wigner-Transformation
(Erwartungswert hier 1, da 4 Fermionen auf den Plitzen 1 bis j — 1 sind)

Fiir den Erwartungswert des Phasenfaktors gilt dabei (¢*%/) = (—1)"F. Dabei ist
Np die Anzahl der Fermionen vor der Stelle j. Der Phasenfaktor ist definiert durch

-1y j—1
e mit ¢; =7 (5 +8)=7) cle,
1 q=1

.

q

Es ist nun zu zeigen, dass die transformierten Operatoren die Kommutatorrelationen
fur Fermionen erfiillen. Dies geschieht hier am Beispiel des Kommutators [S;;, S, ] =
25701 Einsetzen der Transformation ergibt:

(S, 57] = e¥ncl emiic, — e~iyeidmcl

Fiir [ = m ergibt sich nach kurzer Rechnung S}, S ] = 25, . Fiir [ # m sei 0.B.d.A.
[ > m. Dann vertauschen c}L und ¢, sowie ¢/, und @é,,, da ¢,, nur von den Plitzen
0 bis m — 1 abhéngt.

Fermionen verhalten sich antisymmetrisch beziiglich Vertauschung

daher wechselt bei Vertauschung zweier Operatoren das Vorzeichen.
= (S, S ] = cincle_i(¢l_¢m) + e_i(‘m_d)m)cincl

Esgilt [A,B]=C = AB=BA+(C= AB=BA+ [A, B].
= (S5 = chle_"(‘b’_%) + (Cine—i(@—%) + [e_i(¢l_¢m), cfn]) C

Es gilt €™ = (1 — 2n,) = e'@¢m) = Hf};in(l — 2n,). (siche Anhang)
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-1

H (1 - an)7 CIn

qg=m

= I:S’:'_U Sl_] - 2CLCl€_i(¢l_¢nL) + o

Es gilt [ng, cl,] = dgmcl, = Fiir ¢ # m vertauschen cf, und n,,.
-1

= (S, S = ZCIncle*i(@*‘ﬁm) + [1 — 2n,,, ol leg - H (1—2n,)

m
g=m+1

Es gilt [1 — 2n,,,cl | = —2¢! .

= [57:7 Sl_] — 2C;Cl€_i(¢l_¢m) — ZCIncl e_i(¢l_¢m)
qFm

Ist der Platz m unbesetzt, so gilt |n,,) = 0. Daher spielt der Be-

setzungsoperator fiir die Stelle m keine Rolle im Phasenfaktor

und es gilt
e~ UP1—bm) — —ildr—Pm)
~—
qFm

Ist der Platz m mit einem Fermion besetzt, so erzeugt ¢/ immer

eine 0. Daher verschwinden beide Summanden.
= [Sh.S]=2e70 0l q} =0

Hiermit ist also gezeigt, dass die transformierten Operatoren antikommutieren
und daher fermionische Eigenschaften besitzen. Analoge Rechnungen kann man auch
fiir andere Kommutatoren (bzw. Antikommutatoren) durchfiihren. Die transformier-
ten Operatoren erfiillen also Fermi-Statistik.

Im Heisenberg-Modell werden, wie auch im Hubbard-Modell, nur die Wechsel-
wirkungen zwischen néchsten Nachbarn beriicksichtigt. Diese beiden Modelle sind
also lokale Modelle. Der Phasenfaktor, der bei der Jordan-Wigner-Transformation
auftritt, hdngt jedoch von allen vorhergehenden Plédtzen in der Spinkette ab, er
ist also nicht-lokal. Dennoch héngt der Hamilton-Operator nur von den néchs-
ten Nachbarn ab, wie die néchste Rechnung zeigt. Fiir den Hamilton-Operator im
Heisenberg-Modell gilt

1 _ zZ Qz
H=—2Ji) (8785 +he)=Jy Y 8585
J

J

Das Verhalten des Phasenfaktors soll nun am Beispiel des ersten Summanden gezeigt
werden. Fiir die iibrigen Terme gilt eine analoge Rechnung. Nach Einsetzen der



11

Transformation gilt
+o- ity i

Anwendung der Definition von ¢;: e = e La=1" = ittt = =i

- T o—imn;
= c¢e TCjt1

= c;r-(l —2n;)cj41  (siehe Anhang)

= c}(l - 2C}Cj)c‘j+1

= (c;r — ZC;c}cj)ch

_ T (PN S
= CjCit1 — 2¢j¢565C54

.|.
= GG+

Obwohl der Phasenfaktor nicht lokal wirkt, bleibt im Hamilton-Operator die Lo-
kalitédt erhalten. Fiir den hermitesch konjugierten Teil gilt eine analoge Rechnung.
Fiir den Hamilton-Operator aus dem Heisenberg-Modell gilt nun nach der Jordan-
Wigner-Transformation [2]

J1 1 1
H = —7 [C}C]q_l + hC] — JH Z (C;[-Cj — 5) (C;r-Jrle_,_l — 5) .

J J

Dabei stellt der erste Summand wieder den XX-Teil, also die Hiipfterme, und
der zweite Summand den Ising-Teil des Hamilton-Operators dar.

Abbildung 4: Wirkungsweise des Hamilton-Operators nach der Jordan-Wigner-
Transformation (Hiipfen durch Pauli-Prinzip nur auf unbesetzte Pliatze moglich)

I+l

Ist der Platz j + 1 mit einem Fermion besetzt, so ist kein Hiipf-Prozess moglich
(Pauli-Prinzip). Der so gewonnene Hamilton-Operator beschreibt also alle Eigen-
schaften des Heisenberg-Modells. Damit ist also eine Moglichkeit gefunden, die
Spins im Heisenberg-Modell auf freie, spinlose Fermionen abzubilden. Der so ge-
wonnene Hamilton-Operator ist damit auch analytisch sehr leicht diagonalisierbar.
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Dies ist allerdings nur moglich, wenn man ausschliefilich die Kopplung direkt be-
nachbarter Spins zulédsst. Lasst man bereits die Kopplung zwischen iiberndchsten
Nachbarn zu, so bleibt die Lokalitdt des Heisenberg-Modells bei der Jordan-Wigner-
Transformation nicht erhalten, wie folgende Rechnung zeigt: Bei Kopplung zwi-
schen iibernéchsten Nachbarn erhélt man im XX-Teil des Hamilton-Operators des
Heisenberg-Modell:

+o- ik T —ig

_ cgei(qﬁj —¢j+z)cj+2

— T W(Zz 1 Tq Zq 1 q)CA+2

o Tt in(—n;—n;
= Cje (=n; ]+1)Cj+2

= C;(]. — 271])(]_ — 27’Lj+1)Cj+2

— A 1
= CiCjt2 — 2c]cj+1cj+1cj+2 20 cl iCiCi+2 + 4cjcjcjc]+1c]+1cj+2

| 1
= GG+2 T ZC]C]+1CJ+1Cj+2

Bei der Jordan-Wigner-Transformation wird der Kopplungsterm SJJ-FS i+o von der
(j4+1)-ten Stelle abhéngig, die Lokalitdt des Heisenberg-Modells bleibt also nicht
erhalten. Dies fithrt auch dazu, dass man diesen Hamilton-Operator nicht so einfach
analytisch diagonalisieren kann.

5 Lo6sung des Problems fiir die XX-Spinkette

Um die thermodynamischen Gréflen aus dem Hamilton-Operator zu berechnen, muss
dieser zunéchst diagonalisiert werden. Dies geschieht hier iiber eine diskrete Fourier-
Transformation. Fiir die Fourier-Transformation gilt nach [2]

1 —ikR, 1 ikR;
;= —— e "y, Cp = —— e
TR gt

1 , 1 .
T ikR; 1 T —ikR; t
C, = —— e 7¢y., C, = —F— e ey .
J /N; k k /sz: J

Dabei ist R; = a - j die j-fache Gitterkonstante a. Um den Hamilton Operator zu
bestimmen, reicht es, die Fourier-Transformation fiir den Term Z CJ+1 vollstandig
durchzufithren. Es gilt (a = 1 zur Verelnfachung)

/ )
C C]+1 - E E zk R]CT e szJ+1Ck
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Epsi | on
1,

Abbildung 5: Beispiel fiir einen 3-Teilchen-Zustand

1 o
_ N E E :ezk Je zk(]-l-l)czlck
Kk g
N 2 et
Kk J
= E e"kcl,ck(h/k
k' .k

_ —ik T
= E e e
k

Fiir den Hamilton-Operator gilt nun

J
HXX = —§Z<C;Cj+1+h.c.)
J
J ‘
= —3 c,ic (e”‘“+e‘“‘7)
k
= —Jancosk:
k
= Zsknk mit e, = —Jcosk .
k

Durch die Jordan-Wigner-Transformation bildet man die Spins aus dem Heisenberg-
Modell auf freie, nicht wechselwirkende, spinlose Fermionen ab. Damit lasst sich der
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Epsi | on
1,

Abbildung 6: N-Teilchen-Grundzustand mit 1-Teilchen-Loch-Anregung bei halber
Fillung = (M) =0

Gesamtzustand des Systems als Summe der Einteilchenzustdnde darstellen. Dabei
gehort €, zum k-ten Einteilchenzustand. Da es keine Wechselwirkungen zwischen den
Fermionen gibt, lasst sich der Hamilton-Operator iiber eine Fourier-Transformation
diagonalisieren. ¢ bildet dabei die Dispersion, d.h. es gibt die Energiebeitrdge der
einzelnen Fermionen an. Fiir einen 3-Teilchen-Zustand gilt daher Abb. 5. Die Ener-
gie des 3-Teilchen-Zustandes ist die Summe der Einzelenergien, d.h. es gilt fiir den
3-Teilchen-Zustand ohne dufleres Magnetfeld

B3 =¢ep, +ep, +ep, und ) = 623022611’0> :

Beim N-Teilchen-Grundzustand ohne duBeres Magnetfeld (d.h. bei halber Fiillung,
M = 0) sind alle Zusténde fiir ¢, < ey, besetzt. ei,. ist dabei die Fermi-Energie. Es
gilt also

Ey=> e und [¢)=]] cklo).

k<kp k<kp

Nun ist es moglich, dass ein Fermion in der Néhe der Fermi-Energie angeregt wird
und eine Energie oberhalb der Fermi-Energie annimmt. Abb. 6 zeigt den N-Teilchen-
Grundzustand mit 1-Teilchen-Loch-Anregung. Mit Hilfe dieser Dispersion ist es nun
moglich, thermodynamische Groflen fiir die XX-Spinkette zu berechnen.
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6 Thermodynamik

Als thermodynamische Grofien sollen hier die Magnetisierung und die Suszeptibilitét
behandelt werden. Dazu wird zunéchst die Wirkungsweise eines externen Magnetfel-
des (h) auf die XX-Spinkette betrachtet. Der Hamilton-Operator der XX-Spinkette
wird dabei um einen Zeemann-Term ergénzt, es gilt also nach [1]

J1 1
H= - [C}Cj.l’_l + h.c] — hz (c}cj - 5) :
J

J

Die Fourier-Transformation ergibt fiir den Hamilton-Operator nach [1]

hN
H = —JZ&knk—i—T—hZCzck.
k k

Fiir die Magnetisierung einer 1-dimensionalen Spinkette gilt

1
<M> - Ntr (p’sfotal) .

Dabei ist S?

tota

; die Summe iiber alle Spins in z-Richtung. Daher gilt:
1 1
o = 532 (o3))

(M) = %(Ew—%)

n; wird bei Fourier-Transformation zu ny

(M) = %(Zw—g)

k

Es gilt (ng) = f(ex) = ak—lh )
e T +1

d.h. Fermifunktion mit h = pu .

o = 53 (re0-73)

Dabei verdndert das duflere Magnetfeld die Fermifunktion dhnlich dem chemi-
schen Potential. Das duflere Magnetfeld verdandert daher die Fermi-Energie im Di-
spersionsdiagramm. Dies bedeutet, dass bei angelegtem Magnetfeld bei 7' = 0 auch
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Abbildung 7: Dispersion mit unterschiedlichen Magnetfeldstiarken, rot:h = 2, blau:
h =1, magenta: h = 0,5

Energien mit €, > 0 besetzt werden. Abb. 7 macht dies fiir drei unterschiedliche
Feldstéarken deutlich.

Dabei ist h = 1 die kritische Feldstérke, bei der bereits eine vollstandige Ma-
gnetisierung erreicht wird. Fiir h = 0,5 ist bereits der Zustand der Gleichverteilung
verletzt, da zusédtzliche Zustédnde besetzt sind. Dies wird deutlich, wenn man sich
die Magnetisierungskurven fiir verschiedene Magnetfeldstéirken in Abb. 8 anschaut.
Fir h = 0,5 ist bereits eine Magnetisierung vorhanden, die fiir gréfler werdende
Temperaturen abnimmt. Fiir h = 0 ist M = 0, da der Grundzustand eines Anti-
ferromagneten ein Zustand mit S* = 0 ist. Fiir h = 1 beginnt die Kurve bei der
Maximalmagnetisierung und féllt danach ab. Bei A = 2 ist der Bereich der Satti-
gung bereits klar zu erkennen. Bei zunehmender Temperatur muss hier erst gegen
das Magnetfeld gearbeitet werden, bevor die Magnetisierung abfllt.

Fiir die Suszeptibilitéit gilt nun

oM
oh

h=0

X = a% (%Zk: (f(é?k) — g))

1 0
X = NZ%JC(&@)
k

h=0

h=0
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Abbildung 8: Magnetisierungen fiir verschiedene Feldstéirken: rot:h = 2, blau: h = 1,
magenta: h = 0,5

]. e—h 2
X = ﬁ/eTf(a)da
0

h=0

In Abb. 9 sieht man, dass die Suszeptibilitidt ein Maximum durchlduft, dann
abfillt, aber keine divergente Stelle aufweist. Dies bedeutet, dass es in der 1-dimensio-
nalen Spinkette keinen Phaseniibergang gibt. Es gibt also keine kritische Tempera-
tur, bei der sich die magnetischen Eigenschaften verdndern.

7 Zusammenfassung

Der Festkorper ist ein wechselwirkendes Vielteilchen-System, daher lassen sich ther-
modynamische Groflen ohne weiteres nicht analytisch bestimmen. Das Hubbard-
Modell liefert zur Losung dieses Problems einige wichtige Néherungen. So wird die
kinetische Energie der Elektronen durch Hiipfen von Elektronen zwischen Gitter-
plitzen beschrieben. Auflerdem werden nur sogenannte on-site-Coulomb-Wechsel-
wirkungen, d.h. nur die Wechselwirkungen zwischen Elektronen an einem Gitterplatz
betrachtet.

Zusitzlich wird der Formalismus der 2. Quantisierung (siehe Anhang) zur Be-
schreibung des Viel-Teilchen-Systems verwendet. Dennoch bleibt das System zunéchst
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Abbildung 9: Suszeptibilitat der 1-dimensionalen Spinkette

analytisch unlosbar.

Fiir ein 1-dimensionales Gittermodell liefert das Heisenberg-Modell eine weite-
re Vereinfachung des Hubbard-Modells. Hier wird das Hubbard-Modell auf seine
Niedrig-Energie-Freiheitsgrade eingeschrénkt. Es werden also nur noch die Spins
der Elektronen und deren Wechselwirkungen untereinander betrachtet. Zwei Son-
derfélle des Heisenberg-Modells werden oft betrachtet: Unter der Annahme, dass in
einer Richtung (meist: z-Richtung) die Kopplungskonstante J sich von den anderen
Richtungen unterscheidet, erhélt man einen zweigeteilten Hamilton-Operator. Der
z-Anteil wird dabei im Ising-Modell besonders betrachtet, der XX-Anteil wird im
XX-Modell besonders betrachtet. Trotz dieser weiteren Vereinfachung ist es noch
nicht moglich eine analytische Losung zu finden, da es sich immer noch um ein
wechselwirkendes Vielteilchen-System handelt.

Um dieses Problem zu 16sen, kann man die Jordan-Wigner-Transformation ver-
wenden. Die Jordan-Wigner-Transformation bildet die Spins aus dem Heisenberg-
Modell auf freie, spinlose Fermionen ab. Bei dieser Transformation gehen keine In-
formationen verloren, sie ist vollstdndig umkehrbar. Doch jetzt hat man ein Modell
mit nichtwechselwirkenden, freien Fermionen. Allerdings ist diese einfache, analy-
tische Methode nur moglich, weil die Spinkopplungen des Heisenbeg-Modells auf
néichste Nachbarn eingeschrinkt werden. Lasst man weiterreichende Wechselwir-
kungen zu, so bleibt die Lokalitdt des Heisenberg-Modells bei der Jordan-Wigner-
Transformation nicht erhalten. Die Abbildung der Spins auf freie Fermionen ist dann
nicht mehr moglich.

Im Falle der XX-Spinkette ist es moglich, den Hamilton-Operator zu diagonali-
sieren, daher ermdoglicht dies schliellich auch das direkte Bestimmen von thermody-
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namischen Gréflen, wie zum Beispiel der Magnetisierung und der Suszeptibilitéit. Fiir
mehrdimensionale Systeme, sowie fiir Modelle mit weiterreichenden Wechselwirkun-
gen (z.B. bis zum tibernéchsten Platz), ist es deutlich schwieriger, eine analytische
Losung zu finden. Die XX-Spinkette ist daher eines der wenigen analytisch 16sbaren
Vielteilchen-Modellen.
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A 2. Quantisierung

Der Formalismus der 2. Quantisierung wird in der Quantenmechanik benutzt, um
die Beschreibung von Vielteilchen-Systemen zu vereinfachen. Anhand des Beispiels
us diesem Formalismus vorgestellt wer-

der Fermionen sollen hier einige Elemente a
den.

B DER PHASENFAKTOR

1. Quantisierung

2. Quantisierung

Teilchen dargestellt als
Wellenfunktion:

[¢1)

N-Teilchen-Zustande werden
als Produnkt von Wellen-
funktionen betrachtet:

VAT i+ 1)

Teilchen werden durch Erzeuger
und Vernichter dargestellt:

¢l 10)

N-Teilchen-Zusténde werden
durch Produkt von Erzeugern
dargestellt:

g+l 10)

Antisymmetrie dargestellt in
Slater-Determinanten:

ERE
161 dn) = | [657) [68)

Antisymmetrie sichtbar in
Kommutator-Relationen:
{cao, 020} = 0ap
CJ{UCJ{U|O> = _CIUCIU’0> =0

— Pauli-Prinzip

B Der Phasenfaktor

Fiir den Phasenfaktor gilt:

. ) i1
ez¢>]- _ engzl cch

Fiir den Erwartungswert von n, gilt

j—1

<

— 1Tng

e
g=1

0 wenn Platz ¢ unbesetzt
(ng) =

1  wenn P

Fiir den Erwartungswert von ™ gilt d

i 1 wenn Platz ¢ unbesetzt
(e} =

—1  wenn Platz

latz g besetzt

aher

q besetzt (1—2n,) .
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