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Einleitung

Die DMRG ist ein numerisches Verfahren, mit dem man sehr gute Losungen zur
Approximation von niedrigen Energiezustdnden in stark wechselwirkenden Quan-
tensystemen erreichen kann. Das Verfahren wurde erst 1991 von STEVEN WHITE
[1] entwickelt und hat wegen der enormen Genauigkeit grofies Aufsehen erregt. Man
kann beispielsweise einen relativen Fehler von 10710 fiir das HEISENBERG Modell
erreichen und die DMRG wurde seitdem in vielen Bereichen der Physik erprobt.
Ich mochte dieses Verfahren hier anhand eines einfachen Problems, und zwar das
eines Teilchens im eindimensionalen unendlichen Potentialwall, vorstellen. Es ist
eine Verallgemeinerung auf wechselwirkende Probleme moglich, sie soll hier aber
nicht behandelt werden.
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1 Das diskretisierte Grundproblem

Wir wissen eine Menge iiber das Teilchen im Kasten, deshalb ist es ein geeigne-
tes Beispiel, um ein neues Verfahren zu erproben. Wir kennen beispielsweise die
Wellenfunktion 1, die wir sofort aufschreiben kénnen:

msin(g'fl.k) i = 1,2,..,L (1)
ko= 1,2,..

Dieses ist schon eine diskretisierte (nicht normierte) Version der Wellenfunktion.
Der Index k gibt die Anregung des Zustandes an und der Index i den Ort, der im
Gegensatz zu der allgemein bekannten Form mit  nur ganzzahlige Werte anneh-
men kann. Wir betrachten die Wellenfunktion somit nur fiir diskrete Punkte auf
einem eindimensionalen Gitter. Es ergeben sich fiir £ = 1 und k£ = 2 die ersten
beiden Grundzustédnde in Abbildung 1. Es ist noch zu bemerken, daf§ die Randwer-
te an denen der Sinus null wird in Formel (1) nicht enthalten sind. Das wéren die
Gitterplédtze i =0 und ¢ = L + 1.
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Abbildung 1: Die Wellenfunktion %; laut Formel (1) fiir den Grundzustand und den ersten an-
geregten Zustand auf einem diskreten Gitter.

Zur Beschreibung des Problems benétigen wir noch den Hamiltonoperator, den
wir uns zunéchst in der diskretisierten Form erarbeiten miissen. Es geht im wesent-
lichen um die zweite Ableitung, die diskretisiert werden muf. Man erhélt diese aus
einer Taylorentwicklung um einen Punkt x, an dem die Wellenfunktion den Wert
1 (x) annehmen soll. Man entwickelt um einen Gitterabstand h nach rechts und
nach links

Yath) = () + Y@+ o 9@+ OR)
Ya—h) = (@)~ Y@+ o 9@+ OR),

vernachléssigt die dritte Ordnung und addiert die beiden Gleichungen, um sich der
ersten Ableitung zu entledigen:

Yz + h) + ¢z —h) =2¢(z) + ¢ (x)h”

Diese Gleichung kann man nun auch formell diskretisieren, indem man zum Beispiel
die Wellenfunktion am Punkt ¢ mit t; bezeichnet. Dann kann man die Gleichung
nach ¢} auflosen.

Yip1 + i1 = 29 + hzwé’

= 1/};/ _ _2'(/}1' + 1/;;;1 + Q/JiJrl (2)

Mit dieser Gleichung kann man schon arbeiten. Es gibt zum Beispiel die Moglich-
keit, niedrig angeregte Energiezustdnde nach einem Monte-Carlo Verfahren zu be-
stimmen. Dafiir setzt man sich auf einen beliebigen Gitterplatz und fragt ab, ob
es eine energetische Verbesserung ergibt (wird die zweite Ableitung kleiner?), wenn
man die Wellenfunktion anhebt. Wenn dieses der Fall ist, dann tut man es, wenn
es nicht der Fall ist tut man es mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit trotzdem.
Danach setzt man sich auf einen anderen Gitterplatz und wiederholt die ganze Pro-
zedur so lange, bis die gesamte Energie nicht mehr verringert werden kann. Das ist
das typische Vorgehen bei der Monte-Carlo Methode. Es ist ein einfaches Anwen-
dungsbeispiel, jedoch lassen die Losungen noch zu wiinschen iibrig. Die Genauigkeit
ist nicht besonders gut, man erreicht nur schwer angeregte Energieniveaus und im
Grunde ist das Verfahren nur fiir das Grundproblem anwendbar. Es gibt Modifika-
tionen und andere Moglichkeiten, jedoch soll es darum nicht gehen.

Wir wollen den Hamiltonoperator ausgehend von Formel (2) etwas abstrahieren.
Wir setzen zunéchst das h und sémtliche anderen Konstanten des Hamiltonopera-
tors so, daf sie zusammen 1 ergeben und nicht weiter stéren. Die zweite Ableitung
steht im Hamiltonoperator mit negativem Vorzeichen und wir erhalten:

24 V(x;) fiir i=j
0 sonst
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Das Potential V(x;) wird zunichst nicht behandelt (V' = 0). Diese Darstellung
deckt sich mit Formel (2), auBlerdem l&8t sich der Hamiltonoperator dadurch auch
als Matrix schreiben, wenn wir unsere Wellenfunktion aus Formel (1) ebenso als
Vektor schreiben. In den Komponenten von v stehen dann die Funktionswerte auf
den entsprechenden Gitterplatzen.

2 -1 0 sin (775 -k
: 2.7
1 sin ﬁ~k:
H= Vi = + (4)
-1 :
_ L
0 12 sm(L_H-k>

Man mache sich klar, dal diese Darstellung sinnvoll ist. In der Eigenwertgleichung

Hyyp = By

stéinde beispielsweise in jeder Komponente die Anwendung von Formel (2) auf den
entsprechenden Gitterplatz. Dies wollen wir nun fiir eine Komponente ¢ tun und
daraus die Energieeigenwerte analytisch berechnen:
0
—sin| (¢ 4+1)——k
)= (o)

—sin ((i— 1)L:k> +2sin (%11

(H)i

= sin(ia) Slr;f;czz;)a) Sif;i(iﬂé?:)a)} o mit o = Lj—lk _
_ {2 sin(ia) cos(a) — cos(ia) sm(cszi)nJ(riZl)n(m) cos(a) + cos(ia) sin(a) }
oot

- afeose(5)

Also ergeben sich die Eigenwerte, die wir hier rein analytisch und exakt, jedoch fiir
das diskretisierte Grundproblem berechnet haben zu:

s
Ey=2(1- —k
=21 ()

Die Zustandsenergie kann aus der Hamiltonmatrix in Gleichung (4) auch nume-
risch mit grofler Genauigkeit bestimmt werden, indem man die Matrix diagonali-
siert. Die aufsteigenden Eigenwerte sind dann die aufsteigenden Zustandsenergien,
die zugehorigen Eigenvektoren sind die Funktionswerte der Wellenfunktion. Wir
wollen jedoch ein Néherungsverfahren entwickeln, da die Hamiltonmatrix im Real-
fall deutlich komplizierter und auch sehr grof§ ausfallen kann.

(5)

2 Die Wilson Renormierungsgruppe

Die Wilson Renormierungsgruppe ist ein modernes Ndherungsverfahren, das sehr
gute Losungen fiir das Kondo-Problem geliefert hat. Es wird in letzter Konsequenz
nicht fiir unsere Zwecke geeignet sein, jedoch liefert es gute Ansétze und die Grund-
idee fiir die DMRG. Also wollen wir dieses Verfahren erarbeiten, sehen woran es
scheitert und die geeigneten Verbesserungen einfiigen. Wir halten uns dabei eng an
die Veréffentlichung [2].
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Abbildung 2: Zusammensetzen eines 16-Punkte-Gitters aus vier 4-Punkte-Gittern in zwei Schrit-
ten.

Um nicht das gesamte System in einem Schritt behandeln zu miissen wie bei
einer exakten Diagonalisierung, nehmen wir zunéchst das System auseinander und
setzen es stiickweise zusammen. Dies ist in Abbildung 2 verdeutlicht. In diesem
Beispiel wird ein System aus sechzehn Gitterpunkten in vier Systeme mit jeweils
vier Gitterpunkten aufgeteilt. In zwei Schritten werden dann jeweils zwei Systeme
zusammengefiigt, so dal am Ende das System aus sechzehn Gitterpunkten entsteht.
Die Hamiltonmatrix fiir ein System aus vier Gitterpunkten ist die bekannte 4 x 4
Matrix
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
o -1 2 -1
0o o0 -1 2

H, =

Diese Matrix wird diagonalisiert, wobei wir einen scheinbar komplizierten Weg gehen
und ihn mit der Eigenvektormatrix (die Matrix, in deren Spalten die Eigenvektoren
von Hy stehen; Formel (7)) transformieren. Auf der Diagonalen stehen also schon die
Energien, die dieses kleine System hétte, wenn es abgeschlossen wére. Nun setzen

wir aber gemaf o
Hy Ty

Hy=| —~ — (6)
T H,

zwei Blocke zusammen. Ty wére dann die Matrix bei der nur im Eintrag links un-
ten ein Wert steht. Das ist genau die —1, die beim Zusammensetzen zweier nicht
transformierter Systeme fehlen wiirde. Die Systeme sind jedoch transformiert, was
durch die Tilde gekennzeichnet sein soll. Also mufl T, ebenfalls mit der Transfor-
mationsmatrix O4 zu

O O O

T, = O} O4

O O O O
OO OO
OO OO

-1

transformiert werden. i beschreibt die Wechselwirkung zwischen den beiden Teil-
systemen.

Soweit ist das ganze nur eine komplizierte Umformung, die zunéchst das gleiche
Ergebnis liefert wie die exakte Diagonalisierung. Die Wilson’sche Grundidee ist
nun, die Eigenvektormatrix zu reduzieren und nur die Eigenvektoren #; der m < L
kleinsten Eigenwerte mitzunehmen:

| |
Or,=| vi - vy (7)

Diese Idee ist durchaus nicht unbegriindet, man denkt sich die beiden Teilsysteme
nicht als absolut wechselwirkend, sondern betrachtet die Wechselwirkung stérungs-
theoretisch. Die beiden Systeme sollen sich also nur gegenseitig stéren. In der
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Stérungstheorie geht der Energieterm mit 1/F ein und somit ist es zunéchst kei-
ne schlechte Idee, nur die kleinsten Energien mitzunehmen. Der Vorteil den man
sich dadurch erarbeitet hat liegt auf der Hand: Man muf} in jedem Schritt nur eine
2m x 2m Matrix diagonalisieren. Das verbraucht weniger Speicher und geht auch
schneller, da einzelne Unterblécke so wie in unserem Beispiel die gleiche Hamilton-
matrix haben konnen. Dieses Verfahren hat sehr gute Losungen fiir das Kondo-
Problem geliefert, versagt aber leider fiir allgemeine Aufgaben wie zum Beispiel un-
ser Grundproblem. Die Methode liefert beispielsweise fiir ein System, das zehnmal
verdoppelt wird einen gigantischen relativen Fehler von 10*. Ein Programmbeispiel
ist in Anhang A dargestellt. Dort wird nur eine Blocktransformation (einmal zusam-
mensetzen) durchgefiihrt, man sieht in dem Beispiel aber sehr gut die Abhéngigkeit
des schon recht groflen Fehlers von dem Verhéltnis m zu L.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
|

Abbildung 3: Die Wilson RG Methode liefert fiir kleine m (hier m = L/2) nicht die Grundzu-
stadsenergie (schwarze Quadrate) sondern die Grundzustandsenergie der beiden
einzelnen Systeme (rote Kreise). Es wird also ein Fehler beim Zusammensetzen
der Blocke gemacht.

Heute versteht man, woran es liegt, dal das Verfahren so ungenau wird. Man
macht beim zusammensetzen von zwei Bldcken einen Fehler mit den Wechselwir-
kungstermen. Die Wechselwirkungterme T} in Formel (6) wurden mit der beschnit-
tenen Eigenvektormatrix transformiert. Fiir kleine m ist der Term so ungenau, daf3
man am Ende nicht die Grundenergie fiir das Gesamtsystem, sondern die Summe
der Grundenergien fiir die einzelnen Blocke berechnet hat. Dies wird in Abbildung
3 fiir sehr schwache Wechselwirkung (m sehr klein) verdeutlicht. Das System ist in
der Mitte geteilt. Bei einem neuen Verfahren miissen wir also darauf achten, diese
Wechselwirkung exakter zu behandeln. Genau das fithrt uns zur DMRG.

3 Die Dichte-Matrix Renormierungsgruppe
Bei der DMRG wird das ganze System in vier Blocke statt in zwei aufgeteilt. Die

mittleren beiden Blocke beschreiben jeweils die Zusténde fiir nur einen Gitterplatz,
die dufleren Blocke beschreiben alles, was links bzw. rechts davon ist. Eine Dar-

Pt pmij v
10— —0—0—0—0—0

1 2 L

Abbildung 4: Bei der DMRG teilt man das gesamte System in vier Blocke auf. Block IT und IIT
beschreiben jeweils nur einen Gitterplatz. Die Blocke I bzw. IV beschreiben alles,
was links bzw. rechts davon ist.

stellung findet sich in Abbildung 4. In diesem Fall beschreibt der linke Block nur
einen Gitterplatz, was das Minimum ist, es diirften aber beliebig viele Punkte in
einem #ufleren Block vereint sein. Ein so definiertes System 1afit sich durch die
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Abbildung 5: Der Algorithmus lduft hier von links nach rechts indem in jedem Schritt der erste
mit dem zweiten Block verschmolzen wird und ein Gitterpunkt aus dem vierten
Block herausgezogen wird.

Hamiltonmatrix
Hlinks ﬂinks 0 0
) 2 -1 0
) — links
Hpyra 0 -1 2 Trechts ®)
0 0 T:echts Hiechts

beschreiben. Hy;, Tj; bzw. H,.., T} beschreiben also die Naherung fiir das linke bzw.
rechte System mit den entsprechenden Wechselwirkungen. Die Aufgabe mufl nun
sein, fiir diese Werte bessere Nidherungen zu finden als bei der Wilson RG. Dieses
Problem ist 16sbar und wird auch spéater behandelt, wir wollen es jedoch zunéchst
als gelost betrachten und uns der Vorgehensweise des Algorithmus widmen.

Man kann beginnen wie in Abbildung 4, so daf der linke Block nur einen Zustand
beschreibt. Nun wird so oft der erste Block mit dem zweiten verschmolzen (Abb.
5) und ein Punkt aus dem rechten Block herausgezogen, bis nur noch ein Punkt
im rechten Block ist. Dabei wird in jedem Schritt die Genauigkeit von H;; und Tj;
verbessert, der Punkt mit dem er verschmolzen wird, ist ja gut bekannt: Er ist durch
die linke 2 in der Matrix Hparre (Formel (8)) reprisentiert. Der rechte Block wird
kleiner und somit unwichtiger; er wird verbessert, wenn wir - am Ende angekommen
- wieder zuriick von rechts nach links laufen. Die Genauigkeit von der Energie Ej
wird damit in jedem Schritt verbessert. Sie wird in jedem Schritt kleiner, jedoch
niemals kleiner als die exakte Energie. Man kann zeigen, dafl das Verfahren gegen
die exakte Energie konvergiert.

Dies alles hétte mit der Wilson RG &hnlich funktioniert. Der wesentliche Un-
terschied ist nun, ein gutes Hy;, Ty;, Hr. und T;. zu finden; Wilson RG hétte dabei
versagt. Der Knackpunkt ist hier, dafl man versucht, nicht die Energie sondern die
Wellenfunktion zu optimieren. Das heift, man mochte das Betragsquadrat

S = [lv) — [0
der Differenz einer exakten Wellenfunktion |¢)) und einer approximierten Wellen-
funktion [t)) minimieren. Die Wellenfunktionen miissen zuniichst geeignet darge-
stellt werden:

[0) =D el wd ) =D aglua)l) (9)
i g a=1 j

Der Zustand |i) reprisentiert die linke Hilfte, also Block I und Block II, der Zustand
|7) représentiert den Rest (s. Abb. 6). Die v;; und 1), reprisentieren die Koeffizi-
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I |
System Umgebung

Abbildung 6: Die Zustéinde |i) bzw. |j) beschreiben das System (hier links) bzw. die Umgebung
(hier rechts). Die Trennung wird zwischen den beiden mittleren (roten) Punkten
in Abbildung 5 vollfiihrt.

enten der Wellenfunktion. |¢)) ist die geniiherte Wellenfunktion mit dem gensherten
Zustandsvektor |u,), in dem die Zustéinde von |i) optimal reprisentiert werden sol-
len, ohne alle Zusténde mitzunehmen. Das m in der Summe ist also kleiner als die
Anzahl der Gitterpldtze im System (links).

Man kann nun zeigen, dafl das Betragsquadrat S genau dann minimiert wird,
wenn |i) und |u,) durch eine Dichtematriztransformation miteinander verbunden
sind. Der Beweis dafiir wird hier nicht gefiihrt.

Die Dichtematrix ist allgemein definiert als p = ¥*. Wir verwenden hier jedoch
die Reduzierte Dichtematriz, in der die Zustinde der Umgebung durch die Spur
wegsummiert werden (Spur iiber j):

pret =Spury($97) oderanalog e 1= X sty
J

Da die Darstellung recht abstrakt ist, wollen wir die DMRG einmal an dem Grund-
problem, das wir in Kapitel 1 erarbeitet haben, anwenden. Wir werden dort sehen,
dafl die Wellenfunktion und Dichtematrix sehr einfach sind woraus eine fast triviale
Dichtematrixtransformation folgt.

4 Anwendung der DMRG am Grundproblem

4.1 Voriiberlegungen fiir das Grundproblem

Wir haben die Koeffizienten t;; unserer Wellenfunktion in Formel (9) bereits mit
zwei Indizes geschrieben. Das suggeriert, daf§ wir sie auch als Matrix schreiben
konnen. Diese Matrix folgt zu:

0 Y1 -+ Ur
Y1
(]
Wir sehen, dafl diese Matrix die Anforderungen erfiillt, die wir an die Koeffizienten
gestellt haben. Nimmt der Index ¢ einen bestimmten Wert an, so bewegen wir uns
in der ersten Spalte, in der die Werte der Wellenfunktion im Systemblock stehen.
Der Index j mufl dann zwangsweise null sein, da wir ansonsten zwei Teilchen be-
schreiben wiirden. Wir haben ein Teilchen, also kann es sich nur entweder links oder
rechts aufhalten. Die Null links oben beschreibt, den Fall, dal kein Teilchen im Ka-

sten ist, die anderen Nullen beschreiben Mehrteilchenprobleme. Eine vereinfachte
Darstellung, die jedoch analog ist, lautet:

wz( W% <1/)6~e| )

Bilden wir aus dieser Matrix die Reduzierte Dichtematrix

prea =YyT = ( \1120 <djom‘ )( \w?a %M‘ )

<'(/)re|¢re> 0
( 0 |l ) (10)
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mit dem Eigenvektor (1,0,---,0)” zum Eigenwert w, = ({¢|1)c), der uns fiir den
linken Block nicht interessiert. Der nichste Eigenvektor (0, [¢;;))T zum Eigenwert
w; = (Yii|1hy;) ist jedoch genau der Vektor, der uns interessiert, Eigenvektoren zu
kleineren Eigenwerten nehmen wir nicht mit. Unsere Dichtematrixtransformation
ist also fiir unser Grundproblem mit |4);;) sehr einfach und mufl nur noch normiert
werden.

Wir wollen nun beispielhaft einen Programmschritt durchfithren, in dem wir
den linken Block verbessern und den rechten verkleinern. Daran soll die Dichtema-
trixtransformation veranschaulicht werden. Wir bilden die Matrix Hpyrg geméaf
Formel (8) und diagonalisieren diese. Wir setzen m = 1 und bendtigen somit nur
den Eigenvektor

a
| oae | (W)
== ()
ay

zum kleinsten Eigenwert. Nach der Wilson Methode kénnten wir die Matrix schon
mit diesem Vektor transformieren, erhielten dann aber nur einen Zustand des Ge-
samtsystems, anstatt eines approximierten Zustands fiir das linke Teilsystem. Schrei-
ben wir also fiir diesen speziellen Fall einmal unsere reduzierte Dichtematrix nach
Formel (10) auf:
ad+ai O
Pred = 0 ai  ajas
0 a1a2 a%

Der relevante Eigenvektor ergibt sich zu (a1, az)?. Unsere Transformationsvorschrift
fir die Matrix Hpparra vereint nun Block I und Block IT und lautet in normierter
Form:

(%)= (n) i

Wenn wir sie anwenden ergibt sich

o H(l) T(1) ay
= H({)-a?+2-T(1)-a}-ah+2-a (12)

und T(I4+1) = —al. Das H(I+ 1) beschreibt unseren linken Block fiir den nichsten
Zustand, das T(I + 1) die entsprechende Wechselwirkung. Da wir zwei Blocke mit-
einander verschmolzen haben, miissen wir aus dem rechten approximierten Zustand
noch einen reinen Zustand (Block IIT bzw. roter Punkt) herausholen. Dies macht
man jedoch einfach, indem man den Wert aus dem Speicher abfragt, den man beim
letzten rechts-links Durchlauf fiir die entsprechende Grofie (L — (I 4+ 1) — 2) gespei-
chert hat. Man mochte den rechten Block in diesem Schritt ja nicht verbessern,
sondern nur die Umgebung realistisch einbeziehen.

4.2 Der Ablauf des Programms

Mit den beiden Formeln fiir H(l + 1) und T'(I + 1) kann man schon ein Programm
schreiben, das die Grundzustandsenergie fiir das Grundproblem approximiert. Das
Programm (Quellcode s. Anhang B) besteht im wesentlichen aus zwei Schleifen:
Die Schleife, die von links nach rechts lauft und die, die wieder zuriick lauft. Bei-
de Schleifen funktionieren sehr #dhnlich: Es wird zunichst eine geeignete Matrix
Hprrre definiert, die Eintrage Hy;, Tj; bzw. H,.., T, konnen ganz am Anfang
quasi beliebig gewéhlt werden, sie werden spéter verbessert. Die Matrix wird dia-
gonalisiert und man erhilt das ¢} und a4 gemdfl Formel (11) um die Formel fur
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05— —

005— =

0.00 %

Abbildung 7: Die Energie wird in jedem links-rechts bzw. rechts-links Durchlauf verbessert. Sie
konvergiert in 19 links-rechts-links Durchldufen fiir ein L = 100 Gitter gegen den

exakten Wert Ep = 0.000967435 (V = 0).
0.15 T T T T T T T T T T T T

phi

0.05— =

x
0.00 L L |

Abbildung 8: Die Wellenfunktion fiir das L = 100 Gitter konvergiert gegen die exakte Wellen-
funktion (Kreuze). Aufgetragen werden kann die normierte Komponente az oder
a3z des Eigenvektors zum kleinsten Eigenwert.
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H(l41) und T(I 4+ 1) anwenden zu koénnen. Dies wird getan und die beiden Werte
werden abgespeichert um die Schleife mit diesen Werten neu zu beginnen. Wenn die
erste Schleife L — 2 Mal durchgelaufen ist, also die Blocke II und III (rote Punkte)
bildlich am rechten Ende angekommen sind (letztes Bild in Abb. 5), so lduft man
danach wieder zuriick nach links. Nun werden die H,. und T}, verbessert und die
H;; und T;; werden aus dem Speicher gelesen. Die Matrix ist also nun fiir jeden
Schritt vom Algorithmus vorgegeben und wird in jedem Schritt verbessert. Man
148t die Schleifen so lange hin und her laufen bis das Verfahren die ausreichende
Genauigkeit erzielt hat. Dabei mufl man niemals eine groflere Matrix als eine 4 x 4
Matrix diagonalisieren wodurch man Speicher und Rechenzeit spart. Die Erklarung
eines Programms kann in diesem Umfang nur unzureichend sein, deshalb ist der
Quellcode in Anhang B abgedruckt.

4.3 Ergebnisse des Programms

Das Programm lauft jedenfalls recht gut, die Energie konvergiert gegen den exakten
Wert Ey = 0.000967435 (s. Abb. 7). Die Genauigkeit ist nach der exakten Methode
(Formel (5)) mit dem Taschenrechner in jeder Stelle gleich, auflerdem kann man
eine 100 x 100 Matrix noch exakt diagonalisieren und der Wert ist ebenfalls gleich.
Die erhoffte Genauigkeit kann also tatséichlich erreicht werden. Aufgetragen ist in
Abbildung 7 der kleinste Eigenwert der Matrix Hpyre in jedem Schritt, also iiber
der Grofle des linken Blocks.

Analog kann man statt der Energie auch die Wellenfunktion plotten (Abb. 8).
Dies ist sicherlich anschaulicher als ein abstrakter Zahlenwert einer Energie. Die
Wellenfunktion ist die normierte Komponente as oder as des Eigenvektors zum
kleinsten Eigenwert iiber dem zugehorigen Gitterplatz. Diese beiden Komponenten
beschreiben ja gegeniiber a; und a4 nur einen Gitterplatz. Auch die Wellenfunktion
konvergiert gegen die exakte Wellenfunktion (Formel (1)), die hier in normierter
Form durch die Kreuze dargestellt ist.

5 Weitere Anwendungen der DMRG

Die Losung dieses Grundproblems wiirde die Aufmerksamkeit, die wir der DMRG
nun gewidmet haben nicht rechtfertigen. Tatséchlich kann man aber viele Aufga-
ben mit der DMRG lésen. Wir wollen uns hier noch kurz den zwei einfachsten
Verallgemeinerungen widmen, die mit dieser numerischen Genauigkeit schon ein
lohnenswertes Ziel der DMRG sind.

5.1 Das Grundproblem mit Potential

Wir wollten uns dem Grundproblem mit Potential widmen, wie es sich in ausfiihr-
licherer Darstellung auch in [3] findet. Wir haben ab Formel (3) zur Vereinfachung
das Potential V' = 0 gesetzt. Dies mufl man nicht tun. Wenn man das Potential
konsequent mit einbezieht ergibt sich eine verédnderte Matrix

HlTinks ,‘Tlinks 0 0

_ 71links 2 + ‘/l -1 0
Hpyre = 0 —1 2+ ‘/l+1 Trechts
0 0 T:echts Hiechts

Ebenso mufl man das Potential in Formel (12) mitnehmen indem aus der 2 ebenso
ein 2 + V; wird. Diese zwei kleinen Programménderungen reichen, um die Grund-
zustandsenergie und die entsprechende Wellenfunktion fiir einen Kasten mit einem
zusétzlichen Potential zu erhalten. In den Quellcode wurde also zum Beispiel ein
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Abbildung 9: Die Wellenfunktion fiir ein L = 100 Gitter mit einem attraktiven d-Potential an
zwei Punkten: V59 = —0.5 und V51 = —0.5

attraktives §-Potential an zwei Punkten (V5o = —0.5 und V51 = —0.5) eingefiigt. Es
ergibt sich eine erwartete abfallende Wellenfunktion. Die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit an den Punkten j = 50 und j = 51 ist deutlich erhéht und fallt zum
Rand exponential ab, wo sie per Definition iiber die Randbedingungen null wird.
Die Energie kann man fiir ein allgemeines Modell in den meisten Féllen nicht mehr
analytisch behandeln, wenn dann mit sehr grofem Aufwand. Fiir dieses Problem
kann man jedoch noch die 100 x 100 Matrix numerisch diagonalisieren, und die
Grundzustandsenergie stimmt wieder mit dem kleinsten Eigenwert iiberein.

5.2 Berechnung héher angeregter Energieniveaus

Selbstverstindlich kann man mit dem Verfahren nicht nur die Grundzustandsener-
gie sondern auch angeregte Energien berechnen. Diese Verallgemeinerung ist nicht
schwierig und betrifft nur Formel (12), da die Matrix nicht mehr nur mit der Grund-
zustandswellenfunktion transformiert wird.

Hi+1) = A,T_< H()) f(l))_ &

= TT() 2
Ti(l+1) = ahy; (i=1,..,k)

Man nimmt also aus der Diagonalisierung die k kleinsten Eigenwerte und zugehori-
gen Eigenvektoren mit und erhélt aus diesen die Transformationsvorschrift :

a., - a
A=)
2,1 2,k
Eine tiefer gehende Behandlung fiir dieses Problem findet sich in [3]. Weitere Ver-

allgemeinerungen sind generell denkbar, an dieser Stelle wollen wir es jedoch beim
Einteilchen-Modell der Quantenmechanik belassen.

A Quellcode fiir Wilson RG

Dieses Programm setzt mit der Wilson Methode zwei Blocke zusammen und berech-
net die genéherte Grundzustandsenergie. Das Programm ist in IDL 5.2 geschrieben.

pro rg
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L = 10

m = 10

H = make_array(L, L, /DOUBLE, VALUE =0)
0 = make_array(L, L, /DOUBLE, VALUE = 0)

T = make_array(L, L, /DOUBLE, VALUE = 0)
H_2 = make_array(2*L,2+L,/DOUBLE, VALUE = 0)

Ti = make_array(L, L, /DOUBLE, VALUE = 0)
T[O,L-1]=-1

for i = 0, L-1 do $§
for j = 0, L-1 do $
if i eq j then H[i,j]=2 else $
if abs(i-j) eq 1 then H[i,jl=-1

0=H TRIRED, 0, Eigenwerte, E ;H in tridiagonale Form

bringen TRIQL, Eigenwerte, E, 0 ;EW und EV-Matrix von H aus tridiagonaler
;Form berechnen

O=swappen(0,Eigenwerte,L) ;EW und EV-Matrix nach Groéfle der EW ordnen

for i=m, L-1 do 0[*,i]=0 ;"unwichtige" Eintrdge der EV-Matrix 1ldschen
H = O##H##transpose(0) T = O##T##transpose(0)

for i = 0, m-1 do $
for j = 0, m-1 do begin
H_2[i,j] =H[i,j]
H_2[i+m, j+m]=H[1i, j]
H_ 2[i+m,j] =TI[i,j]

H_2[i,j+m] =T[j,i] ;T[j,1] ist die transponierte zu T[i, j]
endfor
TRIRED, H_2, Eigenwerte, E ;H_2 in tridiagonale Form bringen
TRIQL, Eigenwerte, E, H_2 ;Eigenwerte aus der tridiagonalen Matrix

;berechnen O=swappen(H_2,Eigenwerte,2*L)

print, Eigenwerte[2+L-2*m] ;
---------- *-EXAKT-*-—-———————
for i = 0, 2xL-1 do $
for j = 0, 2*xL-1 do $
if i eq j then H_2[i,j]=2 else $
if abs(i-j) eq 1 then H_2[i,j]l=-1 else H_2[i,j]=0

TRIRED, H_2, Eigenwerte, E TRIQL, Eigenwerte, E, H_2
H_2=swappen(H_2,Eigenwerte,2*m) O=swappen(H_2,Eigenwerte,2*L)

print , nn
print, Eigenwerte[0]

end

function swappen, 0, Eigenwerte, L
;5 Sokokokkokokskok stk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok sk ks ok sk ok sk ko sk s sk ok sk ko sk ok ok sk sk ok
;Diese Funktion ordnet die EW und EV aufsteigend nach der Groéfle der EW
;3 Sokskokskoskokskok sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok
repeat begin

noswap=1

for i=0, L-2 do $
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if Eigenwerte[i] gt Eigenwerte[i+1] then begin
noswap=0
temp=Eigenwerte[i]
Eigenwerte[i]=Eigenwerte[i+1]
Eigenwerte[i+1]=temp
temp_vec=0[*,1i]
0[*,1]1=0[*,i+1]
0[*,i+1]=temp_vec
if i eq L-2 then i=0
endif
endrep until noswap
return, O
end

B Quellcode fiir DMRG

Dieses Programm implementiert den dargestellten DMRG Algorithmus. Es ist eben-
falls in IDL 5.2 geschrieben. Die benétigte Prozedur ”swappen” findet sich in dem
Programm zur Berechnung nach Wilson RG in Anhang A.

pro dmrg?2

L = 100

L = L-3

H = make_array(4, 4,/DOUBLE, VALUE = 0)

0 = make_array(4, 4, /DOUBLE,VALUE = 0)
HLHR = make_array(L, 4, /DOUBLE, VALUE = 2)
' = make_array(L+1, /DOUBLE, VALUE = 2)
H_ex = make_array(L+3,L+3,/DOUBLE, VALUE = 0)
Fehler = le-11

ausgabe =1 ;0:E plotten, 1:phi plotten

;2:E schreiben, 3:phi schreiben
Durchlaeufe = 0
temp2 =0

HLHR[*,1]=1
HLHR[*,3]=1

for i=0,2 do begin
H[i ,i ]=2
H[i+1,i ]=-1
H[i ,i+1]=-1

endfor H[3,3]=2

;V[50]=1.5
;V[49]=1.5

if ausgabe gt 1 then begin

set_plot, ’ps’

device, /landscape, filename=’c:\plotO.ps’, /color
endif

x=findgen(L-1)/L/1000 & y=findgen(L-1)/L/1000 case 1 of
(ausgabe mod 2 eq 0): $
plot, x,y, xrange=[0,L-11], yrange=[0,0.2],%
title=’Energieverlauf fir ein L=100 Gitter’,$
xtitle=’j’, ytitle="E’
(ausgabe mod 2 eq 1): begin
plot, x,y, xrange=[0,L+3], yrange=[0,0.15],$
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title=’Wellenfunktion fiir ein L=100 Gitter’,$
xtitle=’j’, ytitle=’phi’
for j=1, L+4 do $
plots, j-1, sin(!pixj/(L+4))/sqrt(50), psym=7, symsize=1
end
endcase

repeat begin
Durchlaeufe=Durchlaeufe+1
for j=0, L-2 do begin

H[0,0]= HLHR[],O0]
H[1,1]= V[j]
H[2,2]= V[j+1]
H[3,3]= HLHR[j,2]
H[1,0]=-HLHR[j,1]
H[0,1]=-HLHR[j,1]
H[2,3]=-HLHR[j],3]
H[3,2]=-HLHR[j, 3]

0=H ;0 ist zundchst temporédre Matrix,
;spater EV-Matrix

TRIRED, 0, Eigenwerte, E ;H in tridiagonale Form bringen

TRIQL, Eigenwerte, E, O ;EW und EV-Matrix von H aus

;tridiagonaler Form berechnen
O=swappen(0,Eigenwerte,4) ;EW und EV-Matrix nach Grofle der EW ordnen

a_1 = 0[0,0]/sqrt(0[0,0]1*0[0,0]+0[1,01%0[1,0]) ;Erste, normierte Komp.
;des kleinsten EV
a_2 = 0[1,0]/sqrt(0[0,01*%0[0,0]+0[1,01*0[1,0]) ;Zweite, normierte Komp.

;des kleinsten EV

HLHR[j+1,1]=a_2
HLHR[j+1,0]=a_1*a_1*HLHR[j,0] + V[jl*a_2*a_2 - 2*a_1*a_2+HLHR[j,1]

case 1 of
(ausgabe mod 2 eq 0): begin
x[j1=j & y[jl=Eigenwerte[0]
end
(ausgabe mod 2 eq 1): begin
x[jI=j+1 & y[jl=abs(0[1,0])/sqrt(0[0,0]*0[0,0]+0[1,0]1*0[1,0]$%
+0[2,0]*0[2,0]+0[3,0]*0[3,0]1)
end
endcase

endfor

if temp2-Eigenwerte[0] 1t O and durchlaeufe gt 1 then print, $
"Warnung im ",durchlaeufe, ". Durchlauf (links)!"

if durchlaeufe gt 17 or ausgabe mod 2 eq O then oplot, x, y

temp=Eigenwerte [0]

for j=2, L do begin

H[0,0]= HLHR[L-j+1,2]
H[1,1]= V[L-j+2]
H[2,2]= V[L-j+1]
H[3,3]= HLHR[L-j+1,0]
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H[2,3]=-HLHR[L-j+1,1]
H[3,2]=-HLHR[L-j+1,1]
H[1,0]=-HLHR[L-j+1,3]
H[0,1]=-HLHR[L-j+1,3]

0=H ;0 ist zundchst temporédre Matrix,
;spater EV-Matrix

TRIRED, 0, Eigenwerte, E ;H in tridiagonale Form bringen

TRIQL, Eigenwerte, E, O ;EW und EV-Matrix von H aus

;tridiagonaler Form berechnen
O=swappen(0,Eigenwerte,4) ;EW und EV-Matrix nach Grofle der EW ordnen

a_1 = 0[0,0]/sqrt(0[0,0]1*0[0,0]+0[1,01%0[1,0]) ;Erste, normierte Komp.
;des kleinsten EV
a_2 = 0[1,0]/sqrt(0[0,0]*0[0,0]+0[1,0]1%0[1,0]) ;Zweite, normierte Komp.

;des kleinsten EV

HLHR [L-j,3]=a_2
HLHR[L-j,2]=a_1*a_1*HLHR[L-j+1,2] + V[jl*a_2%a_2 - 2%a_1*a_2*HLHR[L-j+1,3]

case 1 of
(ausgabe mod 2 eq 0): begin
x[j-2]=L-j+4 & y[j-2]=Eigenwerte[0]
end
(ausgabe mod 2 eq 1): begin
x[L-j]=L-j+3
y[L-j1=abs(0[1,0])/sqrt(0[0,01*0[0,01+0[1,01%0[1,0]$
+0[2,0]1%0[2,0]1+0([3,0]1*0[3,01)
end
endcase
endfor
if durchlaeufe gt 17 or ausgabe mod 2 eq O then oplot, x, y

if temp-Eigenwerte[0] 1t O then print, "Warnung im ",durchlaeufe,$
". Durchlauf (rechts)!"
temp2 = Eigenwerte[0]
if durchlaeufe mod 100 eq O then print, durchlaeufe, ". Durchlauf beendet!"
endrep until abs(temp-Eigenwerte[0]) 1t Fehler or durchlaeufe gt 199

if ausgabe gt 1 then begin
device, /close
set_plot, ’win’

endif

Print, "sskskskokokokokokokokskokskok ook okokok ook ook ok ok ok ok ok ok ko ok ook ook ook ook ok ok ok ok ok ok ok o ok ook ok 1!
Print, "L=", L, ",", Durchlaeufe, " Durchl&ufe"
if abs(Eigenwerte[0]-temp) gt le-11 then Print, "E_o = "$
,Eigenwerte[0], " +-", Eigenwerte[0]-temp $
else Print, "E_o = ",Eigenwerte[0], " +- le-11"
H_ex[0,0]=2 & H_ex[1,0]=-1 & H_ex[0,1]=-1
for i=1,L+1 do begin
H_ex[i ,i 1=V[i-1]
H_ex[i+1,i ]=-1
H_ex[i ,i+1]=-1
endfor
H_ex[L+2,L+2]=2
TRIRED, H_ex, Eigenwerte, E
TRIQL,Eigenwerte, E, H_ex
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O=swappen(H_ex ,Eigenwerte,L+3)
Print,"E_o,ex=", Eigenwerte[0]
Primt, "sokskskokokkokokokskok ok sk okok sk ko sk ok ook ko ok kK ok ok ok ok ok ok ook ok ok ko ok ok ok kK ok oK ok ok ok !

end
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